RASPUNSURI SI INDICATII
PARTEA INTII

1. 1. 4/3. Se va ardta cd suplimentele unghiurilor A’0B si
A’0C sint egale. 2. Unghiul bisectoarelor este jumdtate din suma
unghiurilor date. 3. Unghiul bisectoarelor este jumitate din suma

unghiurilor date. In cazurile cerute: 45° si 90° Z s g radiani) |-
4. Fie OC siOC’ bisectoarzle unghiurilor JAOB $1 A’OB’. Unghiu-
rile AOB si BOA’ sint suplimentare. Se aratd cd COA’ s

A’0OC’ sint suplimentare, deci OC

& g si OC' sint in prelungire. 5. Unul

(I dintre unghiuri este suplimentar

vy celor doud unghiuri adiacente, deci

A \r/ & bisectoarea lui este perpendiculari
/ pe bisectoarele acestora, care sint,

0 priv urmare, in prelungire. 6. Fie

7\ unguiul AOB ascutit (fig. 1). Per-

//‘—\ A pendicularele pe laturi pot forma

;) unghwul ascutit A’'OB’ sau obtuz

A/” ;” A"OB'. Pentru A'OB’: din doui

unghiuri egale (A0A’; BOB') se
Fig. 1 scade acelasi unghi. Pentru A "OB’:

este suplimentar cu A’OB’. Se va
considera si cazul unghiului obtuz (4,0B). 7. In ambele cazuri
(OM interioard sau exterioard unghiului) se exprimd unghiurile
AOM si BOM cu ajutorul unghiului COM, apoi se aduni sau se
scad aceste unghiuri. 8. a) Din doud unghiuri egale se scade ace--
lasi unghi. b) La unghiuri egale formate de bisectoarele unghiu-
lui BOC se adaugd unghiuri egale c¢) Procedeu .aseméindtor.
9. Unghiurile AOB’ §i A’OB’ sint suplimentare, rezultd ea unghiul
AOB este suplimentul unghiului A’OB, laturile OB si OB’ sint
in prelungire si cele doud unghiuri sint opuse la virf. 10. a) <t AOB
si & COD (fig. 2, a) nu au o parte comund: ¥ A0C = 90° — « —
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— B; X BOD = 90°+ « + B, deci < AOC + < BOD = 180°.
b) Daca < AOB si < COD (fig. 2, b) au o parte comuni, X A0C =
=a+ B —90°; & BOD = 90° + « - B > 180°, deci <X BOD—
— X A0C=180°. In cazul in care se considerd <X BOD care
nu contine pe OA si OC, atunci X BOD = 270°—a—p si & BOD +
+ X A0C=180°. Dacd OA si OC se confundd, OB si 0D sint in
prelungire.

11. Din fig. 3 avem < AOE — “JQFB=<;: DOF; & EOF =

=< AOD — X AOE — L DOF =20+ B —a—B= o
12. Din fig. 4 avem < D,0D, =

=M{D0D:2a+ﬁ' 5y S
3 7 1 3 3 ’
£ D,0D,= 2 —; 28 ;i X DODy= ¢ g7
K24 .
= a—g—ﬁ . Caz particular: > D,0D, = a 7 & .
=120°; ¥ D,0D,=60° + _°3£ Fig. 5

13. Unghiul format de cele doud drepte simetrice este dublul
unghiului 20y 14. Avem (fig. 5) X SOy = < §'Ozx =: 0, iar dupd
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rotire <& SOy’ = < §"Oxz’ in care exprimind unghiurile cu %jutorul
lui 6 si al unghiului «, se obine ¥ §'0S" = 2q. 15. 360°...4007;
r’ 4 T,
360° - 4007 o 12
0,6; 0,6594. 17. 34°22'38"; 300°; 7°30". 18. —9—n°——n°18;n°=72°.

T~

, de unde rezulti formulele respective. 16.

19. 135° si 45°( —34—7751—72 in radiani)- 20. Notdm cu o unghiul.”Su-

plimentul siu va fi m—a, iar complementul

- n—2 w p ~ o . 3 oons
=n|l Z— o= - = ;n=4a=—=60°; n=>5, a=—=67°30".
"2 “) =1 2 3 T
I1. 21. Dacd B’, C’ sint picioarele medianelor pe AC = AB

se arati cd triunghiurile ABB’, ACC’ sint egale. La fel pentru
iniltimi si bisectoare. 22. Se der unstreazd pe rind cu triunghiu-
rile OAB’, OBA’, apoi IAA’, IBB’ si in sfirsit OAI, OBI sint
egale. 23. Triunghiurile OAB, OA’ ™' sint egale. 24. Rezultd din
cea precedentd. 25. Dacd A, este mijlocul lui AA’ (fig. 6) asezat
pe zy, triunghiurile ABA,, A'B’A, sint egale.

Aq aZ  26. Daci A, B, C sint punctele date, A'B'C’
simetricele lor, avem <X ABB'=< A'B'B si
.0 < CBB’ = 4 C'B'B. 27. Punctul comun a
doud perpendiculare este egal depirtat de
toate virfurile, deci este §i pe a treia perpen-
diculara. 28. Punctul comun a doud bisec-
)  toare este egal departat de toate laturile, deci

se gdsegte §1 pe o a treia bisectoare. 29.Aceeasi

Fig. 8 metoda ca in problema precedenta. 30. Tri-
unghiurile A’BB’, B'CC’, C'AA’ sint egale.

31. Triunghiurile AjA,A3, 454343, ..., A,A A1 sint egale. 32. In
fig. 7 ludm pe latura A'C’, A'C" = AC. Triunghiurile A’'B'C”,
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ABC sint egale. 33. Pentru < B>< D ducem BD (fig. 8). Avem rela-
tille X ABD>XADB; < DBC>< BNC; adunind, rezulti & B>
> D. Pentru ¢ C>< A4, ducem AC. 34. Avem BC<OB+0C<
<£+E§i alte doui analoge. 36. Avem A M— MB<AM<AB+
+MB 5i AC—MC <AM <AC+MC si prin adunare deducem

A_B#—BC <AM< AB"‘B# Daci scriem si relatiile

analoge pentru BC si CP, deducem inegalititile cerute. 36. O inal-
time este mai mica decit fiecare laturd care pleacd din acelasi virf.
37. Prelungind mediana A M in triunghiul ABC cu AD =AM, avem
triunghiurile ACM si BMD egale st AD<AB+AD. 38. Rezultd din
problemele anterioare. 39. Ducem AM asa ca X BAM= < B,
deci XCAM =<C. 40. Ludm punctele comune dreptei (D) cu
bisectoarele unghiului. 41. Ducem din P perpendiculare pe bisec-
toarele unghiului. 42. Doud solutii: paralela la AB; dreapta care
uneste pe C cu mijlocul lui AB. 43. Daci A si B sint de parti
diferite fatd de zy, M este punctul unde 4B intersecteazi pe zy,
Daci sint de aceeasi parte, ludm simetricul B’ al lui B fati
de zy si am revenit la cazul precedent. 44. Dacd A si B sint de
aceeasi parte fatd de zy, M este punctul comun dintre AB si zy
(un caz de imposibilitate). Dacd A si B sint de parti diferite,
fuim simetricul unuia din ele fatd de zy. 45. In fig. 9 se iau sime-
tricele lui A fatd de Oz si al lui B fatd de Oy. Dreapta A’'5’
intersecteazd pe Ox si Oy in M si N. Orice altd pozitie dd pentru
Bl

A’MNB' o linie frintd. Trebuie ca A’B’ sd taie laturile unghiu-
fui §i nu prelungirile lor. (RM.F. 1933). 46. Ducem o dreaptd
arbitrard care intersecteazi laturile unghiului in B si C. Bi-
sectoarele unghiurilor formate se intersecteazd in doud puncte
pe bisectoarea unghiului. Dupd felul cum am dus dreapta, avem
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o bisectoare sau pe cealaltd. Alifel. Se duc drepte paralele cu latu-
rile unghiului egal departate de ele, astfel ca si formeze un unghi
cu virful accesibil si interior unghiului dat. Bisectoarea acestui
unghi este si bisectoarea unghiului dat. 47. In fig. 10 triun-
ghirile ACD si BFC sint egale, deci <t ACD = X BFC;

Ay oA
Fig. 12

X DAC = & FCA, de unde rezultd BF | AC. La fel se aratd
cd CH | AB.

111, 48. Unghiurile de la baza triunghiului format sint egale
cu ale triunghiului dat. 49. Consecintd a problemei precedente.
50. Triunghiurile MAC, MBD sint egale. 51. Paralelele duse prin
virfurile triunghiului la laturile opuse formeaza un triunghi care
are mijloacele laturilor in virfurile triunghiului dat. Problema se
reduce la problema 27. 52. Revine la concurenta indltimilor unui
triunghi. 53. Prelungim B'C’ cu C’'D = B’C’. Triunghiurile A’B’C’,
BC’'D sint egale, deci BCB'D este paralelogram. 54. Ducem
prin C o paralela la AB pini intersecteazd in D paralela la BC,
dusd prin C'. Se formeazi un | aralelogram si doud triunghiuri

egale. 55. In fig. 11 CH| AB. Avem c_Hzif si AF= CH _

%; rezulti AB = 312F si deci AB = 34F. 56. In fig. 12

avem & BAB'= r; X CBA= a+z, Triunghiurile ABB’ si ACC’
fiind egale, X ACC' =z $i <X CAC'=90—z. Rezults & BAC=90—2z.
In triunghiul isoscel ABC avem 2(a+2z)+490°—2x=180°; o= 45°.
57. Triunghiurile egale AB'B"” si BB'C, AC'C" si BC'C arati
cd AB” si AC" sint paralele la B'C’. Altfel, din problema 52
rezultd cd AB" si AC" sint paralele la B'C’. 58. O este pe zy,
locul este dreapta zy. Dacd O nu este pe zy, locul este o dreapta
paraleld la zy, dusd prin mijlocul distantei dintre O si zy.
59. Dreapta care uneste mijloacele laturilor adiacente este paraleld
cu o diagonald a patrulaterului. 60. Din problema precedentd
rezultd ca segmentele care unesc mijloacele laturilor opuse sint
diagonalele unui paralelogram. Pe de altd parte, mijloacele diago-
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nalelor patrulaterului ABCD (fig. 13) si mijloacele a doud laturi
opuse sint si ele virfurile unui paralelogram. 61. Dreptunghi,
daci diagonalele patrulaterului sint perpendiculare. Romb, dacd
diagonalele sint egale. Piatrat, daci diagonalele sint egale si per-
pendiculare . 62. In fig. 14, M si N sint la mijlocul diagonalelor

F
N

A B8
Fig. 13 Fig. 14

(cf. 54) EM = NF = 222, MF= A2B_ ;adunind si scdzind, obtinem

EF si MN. 63. M este mijlocul ipotenuzei BC, Nmijlocul laturii AC,
MN || AB, deci MN este perpendiculari pe mijlocul lui AC, MA =
= MC = MB. 64. Dacd M este mijlocul lui BC, triunghiul ABM
este echilateral. 65. Constructia este datd in fig. 15. a) Se constru-

g A -1
Y
£
Tz .
A
B
7 A’
a b
Fig. 15

ieste OB bisectoarea unghiului drept 20y si triunghiurile echi-
laterale OCA, QA'C (fig. 15, a); < AOB= 15°, X BOA" = 75°
si X A'OB = 105°. b) Se construieste triunghiul dreptunghic ABC,

avind AB = _C_Z_l'}_ (fig. 15,b). SeiaCD = CA sise duce CI | AD.
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66. In triunghiurile dreptunghice” BB,C, BC,C, A" este mijlocul
ipotenuzei comune. 67. Fie G punctul comun medianelor BL’,
CC’ si B", C" mijloacele segmentelor BG, CG. Figura B'C'B"C"
este un paralelogram, deci G este la a treia parte a medianelor

BT’, CC’, plecind de la bazd. Se deduce de aici cd mediana AA’
trece siea prin G. 68. In fig. 16 avem: a) XCBA+< B'C’'A’'= 90°,

deci B'C’ este perpendiculard pe BC. B’ este ortocentrul triun-
ghiului CC'B. b) Triunghiurile A’BA si CB'C’ sint isoscele st
au unghiul de la virf acelasi, deci X CA'M=XAA'B=<X A'CM,
deci A’ M este mediana in triunghiul CA'C’. ¢) X CB'A= < A’AB’+
+ <X ABC. Mai avem X C'B'A= < AB'B+ <XA'B'C’; rezulta
X CB'A =< C'B'A; LB’ este bisectoare (R.M.F. 1952). 69. a)
Se uneste A cu punctele unde cercul descris pe OA ca diametru
intersecteazd dreptele Oy, Oz. Exceptie cind Oy si Oz sint per-
pendiculare. b) Luim simetricul i1 A fatd de O si ducem prin ek
paralelele la Oy si Oz; punctele comune cu Oz si Oy sint C si B.
c) Se duce prin A perpendicularn pe Oz care intersecteazi pe
Oy si Oz in B’ si C'. Perpendiculara din B’ pe Oz intersecteazi
pe Oz in A’. Picioarele indltimilor triunghiului A'B’C’ sint vir-
furile triunghiului ciutat. d) In triunghiul construit la punctubk
a) se duc prin virfuri paralele la laturile opuse. 70. I_n fig. 17:
a) Pe prelungirea lui BA dincolo de A ludim AE’ = AE = AB.
Unind C cu E’,segmentul CE’ este paralel cu mediana din A si
este egal cu indoitul ei. Triunghiurile AE’C 51 AEG se pot suprapune
printr-o rotatie de 90°. jb) Dacd M este mijlocul lui EG, M"
al lui E'C, atunci din a) rezultd cd AM este perpendiculard pe
AM’ care este paraleld cu BC. ¢) Triunghiurile ADC si EBF
sint egale si au doud perechi de laturi perpendiculare; in tri-
unghiul BIC inaltimile sint concurente. 71. Din punctul mobil se
duce perpendiculara pe indl{imea coboritd dintr-o extremitate a
bazei. Se aratd cd distantele punctului la laturi sint egale cw
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«cele doua parti ale indltimii. Dacd punctul este pe prelungire,
vom avea diferenta constantd. 72. Ducem din punctul mobil
paralela la una din laturi i in virtutea problemei precedente
reducem suma la suma distantelor unui punct mobil pe o laturd a
triunghiului dat. 73. In fig. 18, A B,BB, este dreptunghi, in care o

diagonald este AB, iar cealaltd diagonali trece prin mijlocul

Fig. 17

lui AB si este paralelid la BC. Din dreptunghiul AC,CC, reiese
aceeasi proprietate. 74. In fig. 19, prin B ducem (D) || (D) si

fuidm de o parte si cealaltd a lui B segmente egale cu . Dacd AB||
|| (D), avem imposibilitate, afard de cazul A'B =1 cind avem

A A
Ve \\\ Ve /
v N~
N~ N ‘g;lc’z J
52? Cy \/\’\BI\X‘/ /0/}
\ 7 ~a ]
7/ ~ c
B N N M (D)
Fig. 18 Fig. 19

oricite solutii. 75. Fie <4 = XC (fig. 20). In triunghiurile A BF
si CBE, avem ¥ A =<XC si X B;=4< B,, dect f): CEB =
— X AFB, <& D, = < F. Reciproca se demonstreazi usor. 76.
MACP este trapez si BB’ trece prin mijlocul lui MP, MBDP estet
trapez si CC’ trece prin mijlocul lui MP. Deci N este mljl(_)cul_Lu‘}
MP. (GM.). 77. In fig. 21, BD, BE; o(,’D, CE sint trlsectoax;ele
anghiurilor zBC; yCB. & zBC—= 180°— X B, X yCB = 180°—
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— 0= 90 + %EB,a=60°—<§;B=30°+<I§;a+ﬁ=90°-

20 +23 = 180°, deci BD|CE, BE | CD si OB=0E;0C=
= 0D, deci BCED este romb. 78. Triunghiurile BMN, BAC sint
egale, de asemenea si CNP, BCD. 79. Ducem din B perpendiculara
pe bisectoarea care intersecteazd AC in B". Se aratd cd D este la

Fig. 20

mijlocul lui B”C. 80. Daci ABCD este paralelogramul dat, bisec-
toarele din A si B, care se intersecteazd in A’, sint perpendicu-
lare, la fel cele din C si D, care se intersecteazi in C’, si asa mai
departe. Daci unim A’ cu mii'~cul lui AB, €’ cu mijlocul lui CD,

1/ D
/VL'_ \\ /
N
\lc/
Fig. 22

obtinem dreptele AD | BC, deci sint in prelungire. 81. a) Din
fig. 22 rezultd NQ =2BC si NQ || BC; NQ = 24D si cum A este
mijlocul lui MN, D este mijlocul lui MQ; b) MP si NQ nu pot
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fi paralele intre ele. Pentru ca MN || PQ, M se va afla pe dreapta
AC’, C' simetricul lui C fatd de B. 82. a) AA,CC,, AC,CA, sint
dreptunghiuri (fig. 23), A,C; si 4,C, trec prin mijlocul lui AC.
b) < 4 = 60°. (288 R.M.T. 923). 83. Observam ci (fig. 24) IB, =
= IC,, IC, = I4,, [A; = IB,, deci B,C, || BC. Punctul P, este

Fig. 24

situat pe mediana din A. Dreptele A P, , BP,, C P, se intersecteazd
in centrul de greutate G al triunghiului. 84. Observdm cd G este
centrul de greutate al triunghiurilor A0,4,, BO,B,, CO0,C,
(fig. 25). 85. a) Pe una din laturile unghiului drept BAD se

ia AB = a si din B ca centru se descrie un cerc cu raza a. Se
alege pe cerc un punct C si se descrie din C un al doilea cerc cu
aceeasi razi care intersecteazd a doua laturd a unghiului drept
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in D si D'. Patrulaterul se reduce la triunghiul echilateral 4 BC
sau la triunghiul dreptunghic ABD’, dacd D se confundd cu 4,
cind « = 60°. Deci trebuie ca « > 60°. Pozitia limitd a lui C se
obtine cind al doilea cerc este tangent la AD; ABCD este pitrat,
deci o < 90°. b) Trebuie construit cu rigla si compasul unghiul

Fig: 27 Fig. 28

de 75° (R.M.F. 1952). 86. In fig. 26, AB, || (D), AB, = AB, = d.
Drumul AA’B’B raspunde la problemi. Plecind de la B,, obti-
nem o altd solutie. Alegem dintre ele pe aceea care ne di drumu?

cel mai scurt. Dacd (D) trece prin mijlocul lui AB, cele doua
solutii nu se deosebesc ca lungime a drumului, c1 ca sens. Daca
punctele A si B ar fi de aceeasi parte a drepte1 (D), ludm sime-
tricul lui A fatd de (D) st revenim la cazul precedent. 87. Pro-
blema 62 aratd ci trapezu], in acest caz, este un paralelogram.
88. Unghiul 4 BD este exterior t .unghiului BDC'. 89. & A'AA, =

=24 5 BAd, a5 BAA, 1 X drept— S B i 54 =

=2 =drepte —(XB+ < C). 90. B’ este mijlocul lui AC
(fig. 27). Observam ci A'B’ || AB si A,B' || AA’. In triunghiu}
isoscel AA'C, avem < A'AA; = S AA'B’. 91. Ducem DO | AB
si BO | AD (fig. 28). Din triunghiurile egale EHK, DOC, pe de
o parte, FLM, BOC, pe de alti parte, se deduce ci CO este egali
si paraleld cu HK si LM. 92. Se ia pozitia particulard 4,;

(fig. 29) X OAoP = 45°, AN = PA = NM; deci < MAO’V
= 45° = const. M va descrie dreapta A M. La fel simetrica ei
fatd de OP. (R.M.F. III 1952). 93. Locul lui NV este o dreaptd

paraleld cu cea datd (probl. 58). M fiind fix, mijlocul lui MN
descrie si el o paraleld la dreapta datd. 94. AA’ este diagonala
unui paralelogram, iar MP si NQ care trec prin mijlocul ei sint.
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impérpfte in péarti egale. 95. D, E, F sint mijloacele laturilor
triunghiului ortic (fig. 30), A’B’C’ triunghiul obtinut ca in enunt,
G, L mijloacele lui BA,, A,C; H, M mijloacele lui BC, si CB,.

Avem DF = HG =%AICI; < FDB = X HGB; < DFB' =
= BHG. Rezultd egalitatea triunghiurilor DFB’ si BHG, deci

Fig. 29. Fig. 30

DB = BG =%BA1; analog, DC' = LC = —;—AIC, deci B'C'=

=%B_C. La fel pentru C'A’ §i A’B’ (RM.T.V.)

IV. 96. Triunghiurile ACB, ACD sint egale, deci triunghiul
1 MC este isoscel. 97. ¢ AOE este exterior triunghiului AOC, iar
trlunvhlurlle AOB si BOC sint isoscele. 98. Ducem coarda AMB 1

| MO §i coarda CMD, Distanta ON la CMD este mai micd decit
OM, deci AB < CD. 99. Fie 0" proiectia lui O pe CD. Avem

CO’ = 0'D = EO = OF. 100. Ducind raze la punctele de contact,
se formeazd triunghiuri dreptunghice egale. Alifel. O rotatie in
jurul centrului aduce unul din puncte, cu tangentele duse din el,
peste celdlalt §i tangentele corespunzitoare. 101. Centrul este egal
departat de laturile unghiului. 102. In trapezul A BCD centrul O
al cercului ABC se afli pe mediatoarea bazei AB. D fiind sime-
tricul lui C fatd de aceastd mediatoare, care este si diametru, se
afla pe cerc. 103. Dacd A BCD este patrulaterul circumseris (fig. 31),
segmentele ¢ care pleacd din A, mirginite la punctele de contact,
sint egale; de asemenea segmentele b care pleacd din B; csi d
cele dm6‘51D Avem AB+ CD = 4D + BC = a + b—l—c—l—d,
104. Se bazeazi d pe reciproca teoremei precedente. | Fie £, F mijloa-

cele lui AB, AC. Avem EF + BC =EB + FC =3 BC/2 deck
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BCF este circumscris unui cerc. 105. Diametrul perpendicular pe
acea directie. 106. Un cerc concentric cu cel dat. 107. Mediatoarea
segmentului determinat de acele puncte. 108. Dreapta care trece
prin punctul dat si prin centrul cercului. Cititorul va desparti,
pe aceastd dreaptd, portiunea care corespunde cercurilor tangente

exterior, de aceea care corespunde cercurilor tangente interior sau
cuprind in interior cercul dat. Centrul cercului dat nu face, pro-

priu-zis, parte din loc. 109. Un cerc cu centrul in mijlocul lui A0
si cu raza ps jumdtate cit a cercului dat (fig. 32). 110. Proiectia

centrului pe AB este mijlocul acestei laturi si a coardei CD. 111.
Perpendicularele coborite din O, si O, pe AB si AC trec prin mij-
locul ipotenuzei, al cirui loc es cercul descris pe 0,0, ca dia-
metra. 112. Figura 4,BHC este paralelogram (fig. 33). Mijlocul 4,
al laturii BC este e mijlocul segmentului 4 A,H. In triunghiul AA4,H
avem medianele :AAZ, "A A’ §i 110 concurente, de unde rezulti
solutia. 113. Observdm c& B'B, = AB, — AB' = AC, — AC" =

= C'C, (tig. 3%). P2 d2 alti parte avem B'B, = B'C + CB, =
=CA” + CA;; C'C,= C'B+BC,=BA"+ BA,,de unde CA" —

— BA, = BA’ — CA,. Dar suma acestor cantitati egale este nulg,
deci fiscare ests nuli, 'de unde CA” = BA,, BA" = CA,. Rezulti
B'B, = C'C, = BC. 114. Notind cu a, b, ¢ laturile triunghiului
si cu 2p perimetrul, avem AC' =p —a,... ; 4,4’ = ] b—c |y
115. a) <. ABE = 45°, triunghiurile 1soscele ABD si ABE smt
egale. 7b) Iniltimile din £ si D ale triunghiurilor isoscele sint
egale, deci DE || AB. c) Fie O centrul cercului inscris in ABB’;
el se afli ps AC, mediatoarea lui BD, deci IB = ID = IE,
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Rezultd < BEI = < IBE = 22°30',d«ciEl || BD,adicd <X CIE=
= 90°. Triunghiurile CBE si CIE sint dreptunghice, inscrise in
cercul cu diametrul CE (concursul de mat., 1950 R.M.F.). 116.
Proiectdm pe O in P si ¢ pe ABsi AC. Din MP M'P; N() =
= N’(), deducem M'A — MA =241P; N'A—"NA = 2A(),
MB — M'B=2BP; NC — NC = = 2CQ si observim ci AQ =
= BP si AP = (Q. 117. Ca egal departate de centru. 118. Fie P
punctul al cérui loc se cauta (fig. 35). Triunghiurile OMN si PMN
sint egale, deci MP = ON = const. Locul este tangenta in D la
cerc. 119. Se proiecteazd centrele pe dreapta dusd. 120. Proiectim
centrele pe cele doud drepte. Distantele dintre proiectii, pe una si
pe cealaltd, sint egale si egale fiecarke cu jumaéitatea segmentului
corespunzitor. 121. Aceeasi demonstratie ca in problema prece-
dentd. Alifel. Ducem prin al doilea punct comun A’ al cercurilor,
paralela DD’ la BB’. Din simetria figurii fatd de linia centrelcr
avem DD’ = CC’, , iar din problema precedentd DD’ = BB’. 122.
Fie (]MN si PQ cele doui secante [M, P pe:cercul (0y), N,Q, pe
(05)] (fig. 36). M1Jloacele coardelor MP si NQ descriu cercuri con-
centrxce cu (0,) si (0,) [MP = NQ = AB coarda comuni lui (0,)
1 (0,)]. E, F fiind mijloacele lui MN-si PO, avem EF || MP,
de01 ABFE este trapez isoscel; mijlocul lui’ BF este si proiectia
mijlocului lui 0,0,, deci centrul cercului circumscris lui 4 BFE
este mijlocul w al lui 0,0, E si F se misca pe cercul (w). Inter-
sectia diagonalelor se afld la mijlocul lui EF; locul este un cerc
concentric cu () (R.M.T.V.). 123. Coardele comune sint per-
pendiculare pe liniile centrelor, iar acestea sint paralele cu dia-
gonala AC. 124. Triunghiurile BA4,, CAA4, (fig. 37) sint isoscele,
deci mediatoarele laturilor AA4;, A4, din triunghiul 44,4, sint
bisectoare in triunghiul dat. Se iau BA, si CA, in sensuri opuse.
125. Un cerc concentric cu cel dat. 126. Un cerc concentric, cu
cel dat. 127. Depirtarea punctului O la MP ridmine constantd
(fig. 38). 128. In triunghiul isoscel ABA, in&ltimea A M este egali
cu cea din A,, care este constantd.” Sau se ia P simetricul lui 4
fatd de D’. Triunghiurile APA; i AMA, sint egale, deci AM =
— AD = const. 129. OM este jumitate din AB, deci locul este
un cerc. 130. Observim ci in triunghiul BMP (tig. 39) dreptele
MA si AB sint bisectoarele exterioare ale unghiurilor din M si B,
deci PA este bisectoarea interioard din P. Ducem bisectoarea
<X MBP pind intersecteazi pe MA in A,; PA,; este bisectoarea
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exterioard in P. Locul lui P este cercul descris pe A4, ca dia-
metru. 131.-Punctul comun este egal depirtat de laturi. 132. Daca
r este raza cercului dat (fig. 40), trebuic ca I < 2r. In cazul I=
= 2r, singura solutie este diametrul cercului, care trece prin punc-
tul dat. Dacd ! < 2r, atunci coardele de lungime ! ramin tangente

dnui cerc concentric celui dat. Obtinem dreapta ciutatd, ducind
din punctul dat tangente la cercul concentric. Doud solutii, una
sau nici una, dup# asezarea punctului dat fatd de acest cerc. 133.
Cercurile BCED si ADE fiind egale (fig. 41), arcele DE sint egale,

~<

4 c |t
‘ 8y"/_ V4
////
14
A % A
Fig. 42

deci <X DBE = < DCE = < A si de aici X BDC = 2 A.
Se deduce cd cercul BCED este fix si anume trece prin 0. Locul
punctelor D si E este giasit. Coarda DF .in cercul BCDE este de
lungime constantd, deci infdsoard un cerc concentric, iar centrul
cercului ADE fiind simetricul centrului cercului BCDE, fatd de
DE, descrie si el un cerc concentric. Se va ardta cd proprietdtile
se mentin si in cazurile cind D,E se afli pe prelungirile lui 4B,
AC sau unul pe o laturd si al doilea pe prelungirea celeilalte.
134. MO este bisectoarea unghiului A MB, deci AA’ = BB’ ca
coarde egal depdrtate de centru. Figura AB'BA’ este un trapez
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isoscel, deci locul lui P este AB. Mai precis, dacdi M apartine
arcului AB exterior cercului (0), locul este segmentul AB; daci
M s2 afli pe arcul A B interior lui (0), locul este restul dreptei AB.
135. OD este bisectoarea unghiului COA’ (fig. 42), care fiind exte-
rior triunghiului AQOC are valoarea 2<r CAO. Rezultd <¢ CAO =
= & DJA’, deci AAOB = AQA'D, avind si AO = 0A'. OBDA’
este drnptunghl si se deduce 1medlat c& ABDO este paralelogram.

Din BC ||0D si BO=DA’=DC rezulti ci OBCD este trapezisoscel.
V. 136. ABCD dreptunghiul inscris (fig. 43), si N, P proiec-

om0 g
I

A pa 0
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¢ |
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Fig. 43 Fig. 14

tiils lui M pe AD si BC, iar Q, R proiectiile pe AB si CD. In
drzptunghiul MNDR avem <X MRN =< MDN si analog

X MQP = <X MBP. Insi < MDA =< MBA =%més. arcAM.

Unghiurile din B sint complementare, deci <X MRN si
<X MQP sint complementare. RN este indltime, iar NV ortocentrul
lui PQR (RM.T. XV). 137. Fie [ pz arcul BD. Avem X AMD +

+ < BMC:% (mds. arc AD + mds. arc BC) = 90°, deoarece

unghiul drept format de coardele AB, CD este masurat prin semi-
suma acelorasi arce. Dacd M este pe arcul AD, atunci <X A MD —
— X BMC=90°. 138. Fie E diametral opus lui A. Avem < ABC=

=X DBE; X ACB= < DEB = % mids. arc AD. Daci tri-

unghiul 4 BC este isoscel, rezultd ci st triunghiul DBE este isoscel.
Constructia: cercul cu raza DE intersecteaza din nou pe AE in B,
iar DB intersecteazd cercul in C. Daci Iy este latura patratulm
inscris, atunci B este interior cercului, exterior sau se confunda
cu A, dupd cum AD 2 [,. Alid constructie: seia C’ pe cerc astfel
ca DC' = DE, apoi AC = AC"; se uneste C cu D si se obtine B.
(R-M.T. 1923) 139. Patrulaterul inscriptibil ABDE (fig. 44)
(& ADB=< AEB=90°) dd < EAB =< EDC. Patrula-
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terul inscriptibil ADFC di < CAF = & CDF. Adunind ega-
litatile, avem <A = <XGDC + XCDF = < GDC + < BDH,
dect X GDH = 180° — & A. (RM.T.V.). 140. Cercul descris pe
AB ca diametru. 141. Unghiul BHC este suplimentul < A, iar

unghiul BIC este de asemenea constant (90°+{ %) Locurile

se 'compun din cercuri care trec prin BsiC; locul lui H este sime-
tricul cercului A BC fatd de latura BC. 142. Daci I,, I,, I. sint
cele trei puncte, locul lui 7, este identic cu locul lui 7 din problema
precedentd. Cu ajutorul problemei 29 se aratd ci si unghiurile BZ,C

si BI C sint constante. 143. Cercul descris pe A0 ca diametru, daci A
este interior sau pe cercul dat. Daci A este exterior, locul este un arc
de cerc cuprins intre tangentele duse din A la cercul (0). 144. Fie
A’ diametral opus lui A pe cercul (O) si P punctul al cérui loc
se cere (fig. 45). M P trece necontenit prin
A', dar X MPA =90°— & MAN =
= consl. Segmentul AA’ se vede din P
fie sub unghiul 90° — < MAN, fie sub
unghiul suplimentar. Locul este un cerc
intreg. 145. Dacad A, este simetricul lui 4
fatd de punctul diametral opus lui, locul

este cercul descris pe AA4,;, ca diametru.
146. Dacd AC si BD sint tangentele la
cercul (M), AM si BM sint bisectoarele
unghiurilor CAT si DBT, unghiurile Fig. 45

MAT si MBT sint complementare, deci

unghiurile CAT si DBT sint suplimentare si AC || BD. 147. Se
duce tangenta comuna in punctul de contact si se observd unghiu-
rile egale. 148. In virtutea problemei precedente avem unghiuri
alterne interne egale. 149. Dreptele AB, AC intilnesc cercul (0’)
in B’, ¢’. Cu ajutorul problemei precedente se aratd cd B'C’||
il (A) si deci arcele B’D, C'E sint egale (G.M. XXX). 150. Dreapta
AO intilneste din nou cercul circumseris in D. X ABC = ADC,
avind aceeasi masurd, deci si complementele lor <X BAA' s1i<XDAC
sint egale. Altd solutie. A, este punctul de intilnire al dreptei AOQ
cu latura BC; cercul AA’'A, este tangent cercului (0) si sintem in
cazul problemei precedente. 151. Patrulaterele ABB A, si AA;FD,
(fig. 46) sint inseriptibile, deci X BAB, = & BAB,si<{FA,D, =
= X FAD,; unghiurile opuse la virf in 4, sint egale si dreptele
A,B,, A,D, in prelungire (R.M.T. XIII). 152. Deoarece ABCD
este inscriptibil (fig. 47), avem <X ABC = < EDC, prin urmare
X ABC + < CDI = 90°. Dar in patrulaterul inscriptibil EDIC
avem < CDI = & CEI si deci & ABC + < CEI = 90°
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153. In patrulaterul dat < ABD = < ACD ca avind aceeasi
misurd (fig. 48). In patrulaterul inscriptibil ABA’B’ avem
X ABD = < CB'A’. Rezultd cd < CB'A’'= < ACD, deci
A’'B')ICD  ete.- 1564. Avem < ACD = <L ABD’, <X AC'D' =
=X ABD (fig. 49), deci L ACD si X AC'D’ sint unghiuri interne
de aceeasi parte, suplimentare; cititorul va studia si cazul cind
secantele se intersecteazid in interiorul unui cerc. 158. S& ludm
o alté pozitie C’AD’ a secantei. Avem in grade, arc CC’' = arc DD’,
cici corespund la unghiuri egale, deci suma arcelor nu s-a
schimbat trecind de la CD la C’D’. Unghiul CBD este constant
céci unghiurile CBA, ABD se masoard_cu jumditati de arce a céror

4
by
8 £ l
> A F ¢
E/ ’
Fig. 46

sumi este constantd. Sd presupunem c¢i C vine in A4, atunci D
vine in D;. Unghiul constant CBD este egal cu unghiul ABD,.
Ducind tangenta la cercul ABD,, se vede ci& <t ABD, este egal cu
suplimentul unghiului format de * °ngenté si de AD,;. 1586.; ABC=

IFig. 49

= < ABD = 90°. 157. Dacd 0,, O0,, O, sint.centrele celor trei
cercuri, se va ardta cu ajutorul celor doud probleme precendente
ci < 0,MO; este egal sau suplimentar cu <X 0,0,0,. 158. A este
punctul comun cercurilor (0)) si (0,), B al lui (0y) cu (0,), iar C
al lui (0,) si (0;) (fig. 50). Secantele DMA’' si CBA duse prin
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M si B determini in cercurile (0;) si (0,) coardele paralele A4’
s1 CD (probl. 154). Analog, secantele D.\'B’, CAB duse prin V
s1 A comune lui (0,) $1 (0,) determin in cele doud cercuri coardele

paralele BB’ si CD. Altd solutie se poate da folosind misura
unghiurilor, dar relatiile dintre unghiuri se schimba dupd diferite
cazuri de figurd (G. M. XXXII). 159. a) Fie D’ diametral opus

lui D; avem arc AD’' = arc. CD’ Insid X ADD’ :%mﬁs. arc AD’,
. - 1
iar <L AED = % (m&s. arc D'B 4+ mis. arc AD) =—2-més. arc CD'.

Triunghiul ADE este’ isoscel. ILE_:E:D_(:’L_ figura
EFCD este paralelogram, deci CF ||DD’, adici CF ! AC.

L

Fig. 50 Fig. 51
Altd solutie. a) Avem X BAC = <X CAD si DE | AC, deci DAE
este isoscel si ADCE este romb. b) CF{|DE deoarece DE trece
prin mijloacele laturilor AC, AF. 160. Avem < EDB = < DCB
s1 X FDC = < DBC, ca masurate prin arce egale (fig. 51). Fie
B’ si C' punctele unde trisectoarele diferite de BD si CD inter-
secteazd pe EF. Deoarece L BDE + & DBB' = 4 DCB +
+ & DBC = 90°, rezultd c& BB’ si CC’ sint perpendiculare pe
EF, iar DE = 2DB’ i DF = 2DC". Ins& D este proiectia mij-
locului lui BC, deci mijlocul lui B’C’ si, prin urmare, al lui EF.
161. X IAC = 45° = <XOAP, deci OP|0A (fig. 52). Ducind
tangenta in A, arcele AF si AE au aceeasi masurd, deci /F || OF.
Rezultd cd OEIG este paralelogram, deci GI = OE =04 ; GO =
= IE = 1D, deci GD||0A. 162. Unghiul A fiind constant, punc-
tul 4 descrie un arc de cerc, care trece prin P st Q. Dreapta AC
intersecteazd acest cerc intr-un punct fix R. 163. Perimetrul este
suma distantelor de la A la punctele de contact cu O ale latu-

rilor Az si Ay. < BOC = 90° — %q A. 164. Patrulaterul
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ACMN este inscriptibil, deci <x BMN = & A = 90°. 165. Din
triunghiurile egale GAB, GCB se deduce cd <XGAB = JGCB =
=X CFE. 166. a) Avem < BED = << BCA = < DBE (fig. 53).
b) Cea de-a doua proprietate rezulti din egalitidtile <x BED =
= X EBD = X ECD. c) DacA M este proiectia lui O pe AB

Fig. 52

si V intersectia lui OA cu DE, observim cd X AED = < BCA =
=X MOA = 90° — X EAN; unghiurile AED si EAN fiind com-
plementare, AO | DE. 167. Fie ET tangenta in E la cercul DCE.
Observdm cid X DCE=< TED si < DCE=< ABE. Deci St ABE =

Fig. 54

=< TED, de unde ET este tangentd si la cercul BE M. 168. Patru-
laterele AB'HC’, BC'B’C sint inscriptibile, deci < CA4’' =
=X B'C'H=XB'C'C =xB'BC. In triunghiurile 44'C, BB'C
avem doud unghiuri egale, deci §i XAA'C =X BB'C = 90°.
169. Din patrulaterele inscriptibile A’'BC'H, A’'CB'H se deduce
X HA'C' =< HBC', <x HA'B' = & HCB'. Se va mai observa
cd S HBC' = <<HCB' ca avind acelasi complement. 170. Patru-
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laterul BC’B’C este inscriptibil, deci < AB'C’ = < B, apoi
X B’AO = < A’AB (probl. 150). Triunghiul BAA’ fiind drept-
unghic, rezultd ci si LXAB'C' + X B'A0 = 90°, deci A0 B'C’.
171. Observim cd L C'yA’' + X C'cA' =L AP + Y AcA’ (fig. 54)
si cum patrulaterul AcA’P este inscriptibil, tot astfel va fi si
C'cA’y. Rezultd cd X Acy =<LC'A’"H =X ABII i dreptele BB’
cy sint paralele (G. M. XXIX). 172. a) Patrulaterele inscriptibile
MPBA’, MNCA’' (fig. 55) dau < BMA' = BPA’' siXCMA’ =
=< CNA’. Deoarece unghiurile din partea a doua a egalititilor
sint exterioare triunghiurilor APA’ st ANA’, adunind egalititile,
obtinem X BMC = XA +< PA'N. b) Trebuie ca <BM(C =
=23 A=< BOC, O fiind centrul cercului circumscris triunghiului
ABC, deoarece ultimul este unghi la centru cuprinzind acelasi arcBC
ca si L A. Punctul M se afld la intersectia arcului de cerc BOC

cu indltimea AA’. c) Fie D punctul diametral opus lui 4 pe cercul
ABC. Unghiurile ABD si ACD fiind drepte, MPBD si MNCD
sint trapeze dreptunghice. Perpendicularele din £ s1 F pe AB
si AC se intilnesc la mijlocul lui MD. Locul este mediatoarea
lui BC. d) HD trece prin mijlocul 4, al lui BC. In triunghiul
DMH, KA, uneste mijloacele laturilor (Olimpiada matematica
1954, RM.F.VI). 173. Din probl. 154 rezultd cd EF’, E'F sint
paralele la AB, deci cele doud puncte descriu acelasi loc: diame-
trul cercului (O) perpendicular pe directia datd. 174. Dreptele Az,
Ay tangente cercurilor gi patrulaterul ACOD inscriptibil ne dau
X OEC =<x0Cz =X ADO si SOED=<X0Dy=<ACO. Rezulta
<X OEC + XOED =< ADO +< ACO=180°. 175. Fie M simetricul
lui E fatd de A. Dreptele BM si AF sint paralele (probl. 154).
B M fiind perpendiculard pe BE vafisi AF | BE, deci va imparti
unghiul A in doud parti egale. 176. Dacd R este diametral opus
lui P, QR||AB, deci bisectoarele trec prin extremititile diame-
trului perpendicular pe AB. 177. DE este diametrul cercului (0),
perpendicular pe BC, DG si FG sint inil{imi in triunghiul DEF,
iar EG va fi a treia iniltime. Daci L este piciorul ei, unghiul
DLE este drept si locul este chiar cercul (0) (G. M._XXX). 178.
Dacd notdim cu E si F mijloacele laturilor AB si CD (fig. 56),
atunci paralela prin £ la (A,), (A;) si perpendiculara prin F pe
(A, (Ap) trec prin P, iar S EPF = 90°. Locul este cercul de dia-
metru EF. (G.M.F.VI, seria B). 179. Patrulaterul BCB,\C, este
inscriptibil, iar BC este diametrul cercului, deci locul lui B si C
este chiar acest cerc. Dacd notdm cu H ortocentrul, ¢ B HC, are

ca mésuré%(arc BC + arc  B,C,) = 90° + %C—l = const.
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Locul lui 4 este un arc de cerc ce trece prin B, si C; (RM.T.V.).
180. a) Se observd ci <X A;04, =< AA4,0 = X OAA,. Deoa-
rece OA,||AP, figura OAPA, este trapez isoscel si ¢ APA, =
= X 0AP = < AA,0. Rezultd cd OA,PA, este paralelogram,
dect A, A, sint simetrice fatd de M. b) Segmentele paralele BP
si OB, au aceeasi mediatoare. Acelasi lucru il putem spune despre
CP 51 0C,. Intersectia » a acestor doud drepte este centrul comun
al cercurilor BPC si B,0C, (G. M. XXXII). 181. Se arati ci triun-
ghiurile ACM’ si BCM sint egale. Se deduce ca §i<¢ MCI =

= X ACB, deci triunghiurile CM M’ si CAB sint in acelasi timp
echilaterale. 182. Patrulaterele /.VAa, MNBb sint inscriptibile.
Din ele avem <X ANa =< AMa, st X MbN =< MBN dar. in
cercul dat, avem <X MBN =< A lla, deci LANa =< MON.
183. Fie M punctul al doilea dc¢ intersectie al secantei CD cu
cercul de diametru A B si T intersectia tangentelor in C si D la
cercurile respective (fig. 57). Avem X ABD =X ADTsi<XABC=
=X ACT, de unde XCBD + X T = 180°. Patrulaterul PBQT
fiind si el inscriptibil, rezultd <t PBQ =< CBD, deci SCCBP =
=< DB(Q. Patrulaterele inscriptibile BMCP, BMQD ne dau
XCMP =< CBP; <XQMD = X QBD, de unde &t CMP =
=X QMD; punctele P, M, Q sint coliniare. Apoi X MBD =
=<XQMD+< QDM ca avind acelasi supliment <t MQD. Deducém
XQMD=< MBA, deci PQ este tangentd in M la cercul de diame-
tru AB (G. M. XXXIV). 184. Cercurile care trec prin B si C se inter-
secteazd in A’ pe BC si incd in /; ele intersecteazd laturile 4B
si AC in C’ si B’. Se va observa cid patrulaterul AB'IC’ este
inscriptibil. 185. Centrul cercului descrie o dreaptd. Punctul fix
este proiectia lui P pe aceastii dreaptd. 186. Fie NV diametrul opus

172



lui 4 (fig. 58). Avem <X PMA = X SMA = L SNA = 90° —
— <LSAN = const. Locul este cercul din care face parte arcul
A MP capabil de unghiul ANS = const. (R.M.T.IV). 187. Notim
cu .V simetricul lui M fatd de (A); ludm B diametral opus lui
A pe cercul dat s1 C simetricul lu1 B fata de P (fig. 59). Avem
X BMA = 90°, deci BM||(A); rezultd CNN;(A). Locul este cer-
cul cu diametrul AC. El trece prin punctul de intersectie al cer-
cului (0) cu dreapta BPC (G. M. LII). 188. Triunghiurile 4 PQ,

APR sint egale. Se va observa in special cd QAR = 2<CQAP.
189. Cercurile circumscrise triunghurilor echilaterale (cercurile
lui Toricelli) se intersecteazd intr-un punct O (centru izogon),
asa ci X BOC=< COA=< A0B=120°. Dreptele care unesc centrele
formeazi unghiuri de 60°. 190. Avem <t AOB +<x BOA'= 120°--

4+ 60° = 180°. 191. Fie F punctul unde DE intersecteazd pe OC,
G unde AE intersecteazi pe Oy (fig. 60). F este proiectia lui 4
pe OC, deci fix ciciX GAz=<LGOz+<LO0GA=2(L DOC+<LODF)=
= 2 DFC, deci X EAC = X EFC si, prin urmare, patrulaterul
ACEF este inscriptibil. 192. Unghiul MAO este drept, deci locul
este perpendiculara din 4 pe AO. 193. Fie B punctul unde 04
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intersecteaza cercul (0) (fig. 61). Triunghiurile MOP, MOB sint
egale, deci MA = MP = MB. Locul este mediatoarea lui AB.
Fie C punctul diametral opus lui B. Locul punctului M’, unde
bisectoarea unghiului POC intersecteazd cercul POA, este media-
toarea lui AC. 194. Unghiurile OAB, OBA sint complementare
ca jumititi de unghiuri suplimentare. 195. Se aratd cd SCAMB
este egal cu < B sau suplimentarul siu. Locul este cercul tan-

Fig. 62 Fig. 63

gent in B la BC si care trece prin A. 196. AD, BC sint bazele, /
punctul de intilnire a laturilor neparalele A B, DC. Avem x AID=
= 180° — 2 < ADC = 180° — < AOC, O fiind centrul cercului.
Patrulaterul JAOC este inscriptibil. Locul este arcul AJ/C din
cercul AOC (G. M. XXXI) "97. Fie O,, O,, O; centrele cercurilor
(fig. 62), A, B, C punctele comune lui (O,, Os), (05, 0,); (0,, 0,);
D, E, F intersectiile perechilor de drepte (AH, BC); (BH, CA);
(CH, AB). Punctele O, si O, sint simetricele lui O, fatd de mijloa-
cele segmentelor HB si HC, deci 0,0,|AB, 0,0, = AB. Deoa-
rece HC 1 0,0,, rezultd; CH 1 AB. Deducem ca H este ortocen-
trul triunghiului ABC si centrul cercului circumscris lui 0,0,0,
a cdrui razd este O, ; mai deducem cd triunghiurile ABC si
0,0,0, sint egale, deci centrul circumscris lui ABC este egal
cu cel circumsecris lui 0,0,0; si deci egal cu cercurile
date. 198. Fie D piciorul perpendicularei din 0, pe B'C' si F

intersectia lui 0,P cu CC’ (fig. 63). Avem X B'BP =%{B’02P =

= X DO,P, in cercul (0,) st X B'BP = ¢ PC'C in cercul (0).
Triunghiurile O,PD si C'PE au unghiurile opuse la virf egale
si unghiurile din O, si ¢’ egale, deci < PEC' = < PDO, =
= 90°. Rezultd O,P|00,. La fel se arati cia O,P|00,, deci
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00,P0, este paralelogram; 0Q0,0, este trapez isoscel (din ega-
litdti evidente de triunghiuri). De aici rezultd ce se cere in enunt
(R.M.T.IV). 199. Fie P intersectia tangentei in C la cercul (0’) cu
a doua tangentd dusd prin O la acelasi cerc (fig. 64). Se observi

y , 1 , C .
ca X PO0O = 3 X CO'B=< PCA si deci patrulaterul PCO’A este in-

scriptibil. P este punctul fix. 200.<C PQO=< P MO=const. Dreapta
PQ intersecteazi intr-un punct fix cercul descris pe ON ca diametru.
201. Se duc cercurile A’BC, AB'C
care se intersecteazi in H. Se observa
cd ¥ AHB = 180° — < C si deci cer-
cul ABC’ trece tot prin H. Pentru a de-
monstra cd H este ortocentru se observi
cd ¢ B'HC = L A'HC = <X C si deci
intriunghiul HA’B', HC | A’'B’.(Cercu-
rile considerate BH(C, CHA, AHB
se numesc cercurile lui Carnot). 202.
Fie A’ simetricul lui A in raport cu

mijlocul lui BC. Se va observa ci HA’
este un diametru al cercului BCA’ si deci locul proiectiei lui H

pe mediana AA’ este simetricul cercului 4BC in raport cu BC
(cercul lui Carnot, G. M. VIII). 203. Se va ardta cd triunghiurile
A'BN s1 A’C'M sint egale. Pentru aceasta se va observa ci in cercu-
rile 4BA’, ACA’, coardele BA’, A'M pe de o parte si CA’,
A’N pe de altd parte, sint egale. In sfirsit din patrulaterele
AA'BM, AA'CN se deduce X CA'M = <L BA'N. 204. Sint doua
cazuri: punctele formeazi un patrulater convex sau nu. In primul
caz, dacd X DCB > 180° — <t DA B, cercul DAB contine pe C si
cercul BCD pe A ; deoarece nu putem avea decit SCADC < 180° —
— X ABC, cercul ABC lasi pe D, ADC pe B in afari. In acest
caz avem cite doud cercuri de fiecare spetd. In al doilea caz, fie D
interior triunghiului ABC; atunci numai cercul 4 BC contine pe
D ; celelalte cercuri lasi punctele corespunzitoare in afara. 205.
Fie E, F punctele de contact ale laturilor opuse AB, CD; G, H
ale laturilor AD, BC. Avem FEF | GH. Se va observa ca

1
mas. X 4 +més. L C = %(arc EHG — arc EG) + By (arc FEH —

F4

— arc FH) = cerc — (arc EG + arc" FH) :% cerc. 206. Fie P

intersectia tangentelor in A si M, iar § intersectia tangentelor
in D si N. Patrulaterele APOM si SDON fiind inscriptibile, avem
< P+ <X AOM = X S + < DON = 180°. Din egalititile arcelor
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AMsiCNrezultd X AOM = X NOC = & Ssidecix P+ < S5=
=180°. 207. a) Se observd ci patrulaterele A4;BB, si CC.DD,
sint inscriptibile (fig. 65). Se aratd cd unghiurile opuse ale patru-
laterului A,B,C,D, sint suplimentare. b) Mediatoarea segmentului
AB contine doud centre O;, O,, iar mediatoarea Ilui C,D;. alte
doud centre Oy, O, Se aratid cia AB|/C,D, si se continud astfel.

1 3. 65

208. Dreptele AF, AE intilnesc cercul in M si N, iar dreapta EF
intilneste cercul in P si R. Se va ardta cd figura DPNR este un

dreptunghi. Diagonala PR sau EF trece prin mijlocul lui DN, iar
punctele D si IV sint diametral opuse pe cerc (G. M. XXXII).
209. Punctul D descrie un cerc (0) ce trece prin A si E. Ob-
servim cid X EDC = 180° — < BDC = 180° — & BAC = const,
deci DC intersecteazd cercul (0) intr-un punct fix. 210. Patrulaterele
ABLP,BCML,CDN Msi DA PN fiind inscriptibile, avem< DN M-+
+~ XBLM = (180° — X DCM) + (180° — X BCM) = 360° —
— <X DCBj analog < DNP 4 & BLP = 360° — X BAD si adu-
nind parte cu parte aceste doud egalititi, obtinem < PN +
+<X PLM = < DCB -+ {{DAB = 180°. 211. a) Fie 0,, O, cen-
trele cercurilor (BC) si (CB) (fig. 66). Observim cad <x A M, M =
= <X 0,00,, iar X A M = X 0,B0O,. Din triunghiurile egale
0,C0, 51 0,B0, deducem <X 0,0, = X 0,B0,. Deci X AM,M =
= <X AM,M si patrulaterul A M, M, M este inscriptibil. b) Se va
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afé_ta cd A s1Q sint simetrice fatd de mediatoarea laturii BC (G.M.
NXXI). 212. Fie D un punct in interiorul triunghiului, asa cd AD =
= CM sica X BAD = < BCJ. Se deduce ci triunghiul BDM

Fig. 67

este echilateral si pentru ci A) = 4D -- DM punctul D se
gaseste pe A M. Locul lui M este arcul BC. 213. Locul este cercul
ABC (fig. 67). Demonstratia depinde de figuri. In orice caz, din
patrulaterele inscriptibile MDA P, MDQC se deduce ca patrula-

(%)

v
Fig. 68 Fig. 69

terul 37ABC este si el inscriptibil. 214. Fie A B diametrul cercului
(0) perpendicular pe D; C punctul de contact cu (0), C' punctul
de contact cu (D) al unui cerc din problem&, 7' punctul unde tan-
genta comuni intersecteazi pe (D). Avem TC = TC’, deci cc'
este paraleld cu bisectoarea exterioara a unghiulii C7TC’, sau
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este bisectoarea exterioari a unghiului format de CT cu perpen-
diculara coboritd din C pe AB. Deci CC’ trece prin A sau B. 215.
Toate cercurile concentrice cu cel care trece prin punctele date ras-
pund la problemi. 216. Se pot duce patru cercuri. Iatd unul: prin
B, C, D se duce un cerc de centru O, OA intersecteazd cercul in

E, F este mijlocul lui AE ; cercul de centru O si razi OF raspunde
la problema. Dacd punctele date se afld pe un cerc, cercurile con-
centrice cu el sint solutii ale problemei. 217. a) Fie 4, si B, sime-
tricele punctelor A si B, respectiv fatd de dreptele (A) s1 (4,),
iar D intersectia dreptelor AA,, BB, (fig. 68). Patrulaterele
ACMA, si BCMB, sint inscriptibile. Deci ¢ A, MC = 180° —
—<X CAA,, iar L B,MC = 180° — L CBB,, astfel ci LA, MB, =
=< CAA, + <CBB, = 180° — X A,DB, si M se afld pe cercul
circumscris triunghiului 4,B,D. b) Fie N punctul in care secanta
comund cercurilor (0) si (0,) intersecteazd a doua oard cercul
A,B,D. Avem < B,DN = X BMN =< B,BC. DN este deci para-
leld cu AB si cum D este fix, NV va fi fix. Dacd C este exterior
segmentului A B, se va rationa pe
figura corespunzdtoare (G.M.
XXXIII). 218. Demonstratia de-
pinde de natura unghiului zA4y
si de situatia lui O pe Az. Vom
da indicatii pentru cazul cind
X zAy << 45° si O este chiar pe
Az, nu pe prelungire (fig. 69).
Fie I centrul cercului ABC. Se
va observa cd IO este mediatoa-
rea lui AB. Se va deduce prin
maisurd de unghiuri cd X A10 =
=< ACB, < AOI =< ABC,
deci < BAC sau < ydz=
= < z2AI. Prinurmare [ descrie
simetrica lui Ay in raport cu Az.
Fig. 70 219. Cercurile BCE, ABF se in-

' tersecteazd in M (fig. 70). Se va

chserva cd < CEM =< CBM = < FAM, " deci si  cercul
ADE trece prin A/; de asemenea <X MDF = < BEM =
= <X MCF, deci si cercul CDF trece prin M. 220. Se va
ardta cd cele patru cercuri (fig. 70), luate in grupe de cite
trei, satisfac conditiille problemei 157. 221. Se va observa ci
L CME = < ABC i 5. CMF = < ADC. 222, Fie O centrul pri-
mului cerc, P al doilea punct de intersectie, A’ proiectia lui A pe
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D, M’ diametral opus lui M in (0). Punctele C, A, M’ sint coli-
niare ; apoi deoarece AA’||MM’, CO trece prin mijlocul lui AA4";
trece insd si prin mijlocul lui AP, deci A’P[[CO1 AP. Locul
este cercul descris pe AA’ ca diametru (G. M. III). 223. Se va
observa ci patrulaterul OPAS este inscriptibil, deci OP_| SP.
Locul lui P si al lui P’ este cercul descris pe OS ca diametru
(G. M. XVIII). 224. Dreptele P’'B, si Q'C, intilnesc tangenta in A"
la cercul (0), in D si E (fig. 71). Patrulaterul DA’BP’ este inscrip-

tibil, deoarece <t BP'B, = <X BA'D = %{A, deci <x BA'D +

+ < BP'D = 180°. De asemenea EA’Q’C este inscriptibil, Rezulta
BD1 BC; CE1 BC, iar triunghiurile dreptunghice BDB, si
CEC, sint egale. Deci BB, = CC,. Demonstratie analogi pentru
B,C, (G. M. XXX). 225. Fie O,, 0,, O centrele cercurilor circum-
scrise triunghiurilor ABE, CAD, CEF. Aceste cercuri au un punct
comun M (probl. 219). Se observd ci < 0,0,0; = <X AME =
= ¢ DBF etc. (G.M. VIII). 226. Fie R al doilea punct comun al
cercurilor KLQ, KNP (fig. 72) ; se arata ci toate cercurile din enunt,
cum si cercurile LMP, MNQ trec prin R (G.M. III). 227, Cele
patru cercuri se intilnesc intr-un punct « (probl. 219). Cele patru

centre ale acestor cercuri sint patru puncte unde se intilnesc cite
trei diametre; aceste patru centre se gisesc cu w pe un cerc (Q)
(probl. 220). Pe fiecare din cele patru cercuri exista cite un punct
unde se intilnesc trei diametre §i aceste patru puncte se gésesc
pe (Q) (G.M.V.). 228, a) Din patrulaterele inscriptibile CLPM
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DMPN si ABCD (fig. 73), deducem <t LCP = X LMP; X NDP=
=XNMP; XLCP = <X NDP. Deci XLMP = <X NMP si se
vede cd prima proprietate se mentine si cind diagonalele nu sint
perpendiculare. b) Avem < NML =< ADB -+ <& ACB =

mis. arc AB. Apoi < NKL = mis. arc DC si deci <t NML -
X NKL = 180°. ¢) < M'PC = <. M'CP = < DBA =
X APK si punctele M’, P, K sint coliniare. d) S-a vizut la b)

X MNK = mis. arc BC =2 < BDC = < PM'C. Deci
X MNK =< KM'M si punctele M, M’, N, K sint conciclice.
e) Punctul » trebuie sd se giseascd la intersectia mediatoarelor
coardelor K'K, L'L, M'M si N'N (G.M. XXXI). 229. Fie B,C,
antiparalela inscrisd in unghi | 4; Cp4,, A B, dreptele analoge
(fig. 74). Grupurile de puncte (B, C, B,, C,) (C, A, Cy, 4,), (A, B,
A,., B, sint prin construc-
tie conciclice. Patrulaterele
AbAchCb’ BcBaCaAca CaCb
A,B, sint trapeze isoscele.
Proprietatea cerutd rezultd
imediat din acestea. 230.
Fie ABCDE pentagonul
(fig. 75); ABF, BCG, CDH,
DEI, EAK cele cinci tri-
unghiuri; L, M, N, P,Q
punctele de intilnire ale
cercurilor circumscrise tri-
unghiurilor de mai sus.
Cercurile circumscrise triun-
ghiurilor ABF, BCG, FCI
din patrulaterul complet

Sl 41l
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ABCIGF trec prin punctul lui Miquel, L (probl. 210). De asemenea
cercurile circumscrise triunghiurilor C/VH, EDI, FCI din patru-
laterul complet CDEFIH trec prin puncful N. Deci cercul circum-
scris triunghiului FCI trece prin L si N. Cercurile ABF, FCI §i LNQ
au un punct comun L. Dreapta FA/ trecind prin punctul de inter-
séctie ' a primelor doud cercuri, rezultd cd dacd unim punctele
A si I cu intersectiile ) 5i V ale acestor doud cercuri cu al treilea,
dreptele QA siI N, prelungite, se intilnesc intr-un punct R al cercului
LNQ. Daca se considerd acum punctele Q, N, [, situate pe laturile
triunghiului 4RI, cercurile QRN, NEI,QEA trec printr-un acelasi
punct (probl. 189) care este P, cercurile NEI, QE A fiind identice cu

Fig. 76 Fig.
cercurile DEI, AEK. Deci punctele Q, L, P, N sint conciclice.
Analog se aratd cd si M apartine cercului pe care se gisesc cele
patru puncte.

VI. 231. Seobservica <X HBC = X A,AC = < A, BC (fig. 76);
deci HA' = A'A,. Rezultdi ca B'C' || B,Cy, - si OA] B,Cy,
deoarece A este mijlocul arcului B,C,. 232. A’ este picio-
rul indltimii si 4, intersectia lui AA” cu cercul ABC (fig. 77). Se
observd cd A,A,||BC si ca A, A, = 2MA’. Alifel: BA, | CC’
si CA,||BB’, deci BHCA, este paralelogram; HA, trece prin M.
233. Se va observa ci in triunghiul A,AH, 04, = OA si MA, =
= MH. 234. Se va observa ci A M intersecteazi pe OH,inG; E si F
sint mijloacele segmentelor AG, HG. Triunghiurile EFG si GOM
sint egale, deci GH ='2m; G fiind fix, medianele sint concurente
in G. 235. Fie O centrul cercului circumscris. Dacé se unegte punc-
tul H cu un punct mobil M pe cercul (0), locul mijlocului seg-

mentului #H este un cerc (probl. 109), avind centrul 0’ la mij-
locul lui OH si raza egald cu jumitatea razei lui (0). 4, B, C fiind
pe cercul (0), mijloacele A,, B,, C; ale segmentelor AH, BH, CH
sint pe cercul (O0’). Mijloacele segmentelor cuprinse intre H si

[0
~
~J
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punctele dimetral opuse lui A, B, C, adicd A”, B”, C" (probl. 231)
sint si ele pe (O'). Mijloacele distantelor de la H la punctele unde
AH, BH, CH intersecteazi cercul (0), adicd A’, B’, C’ (probl. 231)
sint si ele pe (0’). 236. Se aratd cd O este ortocentrul triunghiului

4 A
Fig. 78 Fig. 79

median A'B’C’. 237. E si F fiind intersectiile bisectoarelor inte-

rioard si exterioard cu cercul circumscris, M mijlocul lui BC,
iar V si NV, intersectiile lui AM si A; M cu acelasi cerc (fig. 78),
avem A,N| BC; AN,|BC si <X AA,F = < FA,N,. In triun-
ghiul AA, M cele trei bisectoare A, F, AE si MB sint concurente
in A,. Dar in triunghiul A;EF, AE si A;M sint indltimi, deci
FA, este a treia indltime, de unde 4,4, | 4,4,. 238. P fiind inter-
sectia lui B'P cu AB si Q intersectia lui C'Q cu AC, sa presu-
punem cid M este deasupra ' 1 B'C’ (fig. 79). Avem X AMB’ =
= 180° — X AB'P; <X AMC" = 180> — X AC'Q = 180° —
— <X APB’'. Deci X C'MB’ =360° — (X AMB' 4+ X AMC') =
= 180° — X A = 180° — X C"A'B’ (G.M.VI). 239. Se observd ca
X C'MB' =180° — X A=< AB'P'4+ < AC'Q, P si Q fiind
intersectiile tangentelor in B’ si C’ la cercurile AMB’ si AMC’
cu AB si AC. Dar 180° — < A = X AC'Q + < AQC’, deci
X AB'P = < AQC'. 240. Fie 0, simetricul lui A fatd de AB,
O, simetricul lui O fati de AC. O0B0,A si OCO.A sint romburi,
deci BO,| CO,|| OA. Notim cu E intersectia (0D, BC). Sime-

trica lui OD este EH|OA. 241. Razele B'D si C'E sint egale
ca fiind jumétitile razelor cercurilor AHC §i1 AHB care sint egale.

Se vede usor ci DE = C’'B’ §i deci DEC'B’ este paralelogram.
Fie N i M mijloacele lui DE si B’C". Avem BD = MN#fl—zi-

242. Fie A, punctul al cirui loc se cere. Triunghiurile ABB,,
ACC, sint draptunghice, deci triunghiurile AB,C’, AC,B’ sint
isoscele. Se deduce ci <X C'A,B" = X C'A'B" = < C'AB'.
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243. Se va observaca<x AMH =< BCH =< BAH (G.M. XV).
244. Punctele 0,, 0,, 0O, sint simetricele centrului cercului circum-
scris O in raport cu laturile lui ABC. Perechile de puncte (4, 0,),
(B, 0,), (C, 0,) sint simetrice in raport cu mijlocul & al segmen-

tului OH, care se stie cd este centrul cercului lui Euler (probl. 235).
In trlunghlul 00,,00, O este ortcentru, iar H centrul cercului
circumscris. 245. Fie A’'B’C’ triunghiul anlicomplementar al lui
ABC. Se arata cd H este centrul cercului circumscris lui A’B’C’ si
cd A’, B, C’ sint diametral opuse lui H in cercurile lui Carnot
corespunzidtoare. 246. Fie O, centrul cercului circumscris lui
BIC, H, ortocentrul aceluiasi triunghi si /, intersectia bisec-
toarelor etterloare din B si C ale trlunghlulul ABC (f1g 80).
Punctele A, I, I, sint coliniare, iar O, este intersectia medi-

atoarelor lui 1571_, C_IT adicd mijlocul lui /7;. Pe de alti parte,
IH, = 20,A,, iar bisectoarea din A, a triunghiului com-
plementar este paraleld cu AJ. Cum centrul cercului lui Euler

o al triunghiului BIC este la % 0,H,,

el se afli pe bisectoarea din A,
a lui A,B,C;. 247. Triunghiul A'A4,
este dreptunghlc in A, deci AA, J_AA’
si AA,||BC. Rezults ci A,B,C, este
antlcomplementarul lui ABC iar
cercul (O) este cercul lui Euler al
sdu (G.M. XXXII). 248. Dreptele HA’
si OA" sint egale si paralele (probl.
233), deci A’HA"O este paralelogram.
249. Fie H ortocentrul lui ABC’. Se va
observa cd indltimea AH este tan-
gentd cercului ABC’ si ci <X ABC =
= < HBC. Deci H fiind simetricul
lui A in raport cu BC si centrul
cercului ABC” fiind pe paralela din
4 la BC, centrul cercului celor noud
puncte se va gidsi pe BC (probl. 248). 250. Se va observa
cd figura BCED este un dreptunghi. AHCE, BDH'P si
AHPH’ sint paralelograme. Mijlocul lui HH' este mijlocul lui
AP. Locul este un cerc. 251. AA’, CC’ sint cele doud indltimi
(fig. 81). Simetricele lor in raport cu dreptele paralele A M, CL se
intersecteazd in D. Fie [ intersectia lui AM cu CD. Avem < ADC_
=< DIM — X DAM = 180° — (& LCC’ + < MAA') = 180° —
— (X LCA —90°+ X A) — (X MAC — 90° + X C) = < B. Beci
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D se giseste pe cercul circumscris triunghiului A BC (G.M.X) 252.
Demonstratia depinde de figura. Pentru un punct D situat in inte-
riorul unghiului C pe arcul 4B, fie 1 si J doud puncte ale bisec-

Fig. 81

toarei unghiului DAA’ si bisectoarei unghiului DBB’. Avem

DAA’ ) DAB — (90° — < B
chAB=.<I2 — (9 —xB) = % (2 <+ 5),

X ABJ =90° — (< A —é < DBB') = 90° — (X 4 + < DBA).

Se observid ca X J/AB — <X ABJ =<C+ <A + < B — 180° =0.
253. Se observd cd L A4vB' = XABC =< CAB =< (yB' =
= LyCB. Deci vBC este isoscel (G.M. VI). 254. Punctul Q
este definit de relatiille unghiulare < QAB =< QBC =

Fig. 83 Fig. 84

=< QCA. iar Q' de relatiille L Q'B4A = Q'AC =< QCB
(fig. 82). 255. Fie' M cel de-al doilea punct comun cercurilor
(BA) (CA). Se aratd ci <x BMC = 2 < A. 266. Fie M punctul
in care se intilnesc dreptele A’A ", B'B” (fig. 83). Arcele BA'
B”,_smt egale, coardele 4B, . ”B " de asemenea egale. Se deduce
cdi X A"MB" = X ACB, deci M se afld pe cercul ABC. 2b7. Va
trebui si se demonstreze cd X DFB = X AFE (fig. 84). Se va ob-
serva ci in patrulaterele inscriptibile MDBF si MAEF, S DFB =
= XDMB, X AFE = <XAME; apoi cd X DMB =< AME,
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rezultd din XDME = S BMA = 180- — X C. 258. Generaliza-
rea precedentei; solutie analogi. 2569. \vem XX BAM' = < BMM'’
81 L BMD = { BFD. Deci X BAM' = X BFD si AM' este para-
lela cu DEF. 260. A'B’ este dreapta lui Simson a punctului M
fata de triunghiul ABD, iar C'D’ este «reapta lui Simson fatd
de triunghiul CBD. Ambele drepte trec prin proiectia lui M pe
BD. Aceeasi demonstratie pentru A'C’ si £'D’. 261. Solutia I. Fie
D, M (fig. 85) punctele unde bisectoarea unghiului A si izogo-

Fig. 85 Fig. 86

nala dreptei AA’ taie a doua oard cercul circumscris. Avem
arc BA’ = arc MC, iar din paralelismul dreptelor A4’, BB’, CC’
rezultd arc BA' = arc B'A, arc A'C = arc AC’. Se deduce cd
X CBM = X ABB', X BCM = X ACC’ si BM, CM sint izogo-
nalele lui BB’, CC'.  Solujia II. Fie M punctul de intilnire a
izogonalei cevienei AA4’, fatd de unghiul A, cu cercul circumscris
(fig. 85). Din problema precedentd se deduce ci dreapta lui Simson
a lui M este perpendiculard pe AA’, deci si pe paralelele la aceasta,
BB’ i CC’. Se deduce ca perechile de drepte (BM, BB'), (CM, CC')
sint izogonale respectiv fatd de unghiurile B si C. 262. Solutia I. Se
face rationamentul in sens invers ca la solutia /1. Solutia I1. Din
problema 259 se deduce. cd dreapta lui Simson a lui M in raport
cu ABC este perpendiculard pe rind pe izogonalele celor trei

drepte A M, BM, CM. 263. Iniltimea AH intilneste latura BC in
A’ si cercul ABC in Ay, iar parpendiculara ¥D din M pe BC inter-

secteazi cercul circumscris in M’. Dreptele M4, si BC seintilnesc
in P. Perechile de drepte (PH, PA,) si (AM’', MA,) sint egal incli-
nate pe BC. Dreapta DEF este paraleld cu 4 M’ (probl. 259), deci

si cu HP. Ea trece prin mijlocul lui M P, deoarece triunghiul MDP

este dreptunghic, deci trece prin mijlocul lui MH. Se observi apoi
ci triunghiul A'VD este isoscel. 264. Se va arita X BMA= <X DME
si egal sau suplimentar cu unghiul C. 265. Perpendicularele din
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M si N pe BC intilnesc din nou cercul circumscrisin M’ siNV' (fig.86).
Din problema 259 se deduce ca unghiul dreptelor lui Simson ale punc-
telor M si NV este egal cu X M'AN’. Dar arc MN=arc M'N’. 266.
Fie M si N extremititile diametrului, H ortocentrul, m si n mijloa-

cele segmentelor MH, NH. Prima proprietate rezultd din faptul
cd dreptele Simson ale punctelor M si N sint perpendiculare
(probl. 265) si trec prin m si n (probl. 263), iar mnr este un dia-
metru al cercului lui Euler. Pentru cea de-a doua parte se va arita
cd izogonalele cevienelor punctului considerat, fatd de triunghiul
median, sint perpendiculare pe diametrul mn (probl. 261, 262).
267. Solutia I. Fie M, N punctele unde perpendicularele din P pe
BC, B'C’ taie din nou cercul. <t M PN este egal sau suplimentar
cu unghiul dreptelor BC, B’C’, deci constant. Dreptele lui
Simson in raport cu cele doud triunghiuri sint paralele cu A M si
A'N, deci fac un unghi a cérui masura este (arc AA’ + arc MN)[2=
= const. Solutia II. Fie ABC, A’'B'C' cele doud triunghiuri.
Dreptele Simson ale punctului P fac intre ele un unghi egal sau
suplimentar cu unghiul ficut de izogonalele AP, A’P in raport cu
unghiurile A si A’, pe care sint perpendiculare (probl. 261, 262).
Se aratd apoi cd acest unghi este constant. 268. Se aratd cd punc-
tele de intilnire ale celor trei cercuri sint proiectiile punctului M
pe laturile lui ABC (fig. 87) si se tine seama de teorema lui

Simson (probl. 257). 269. Generalizarea precedentei. Solutie ana-
logd, cu ajutorul problemei 258. 270. Se va observa cd dreptele

DM' st DN’ sint dreptele lui Simson ale punctelor M si N in
raport cu triunghiul 4 BC' (probl. 263). Deci MM, si MN, sint
perpendiculare pe AC (G.M.X.). 271. Fie [ intersectia (A'A;;
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C'C,). Se va observa cd L A'IC" = X ABC. Rezultd cd xA'IC" +
+ X A'CC’ = 180°. Deci I se giasegte pe cercul ABC. Se poate
wsor ardta cd B’/ | AC. A,B,C, formeazi dreapta lui Simson a
punctului / in raport cu triunghiul A BC. 272, Reciproca problemei
236. Se aratd ci MA', MB' MC’ fac acelasi unghi respectiv cu
BC, CA, AB. Prima parte rezultd deci din teoria lui Simson
generalizatd (probl. 258). Urmeazi cd patrulaterul MCA'B’ este
inscriptibil. Daci X A'B'C' = X A'MC sau < A"MC =X A"AC
s1 A’B'C’ este paraleld cu AA” (v. fig. 83). 273. a) [niltimile.
b) Laturile. ¢) Perpendicularele duse prin picioarele inéltimilor pe
diametrele cercului circumsecris care trec prin virfurile corespunza-
toare. d) Dreptele care trec prin mijloacele laturilor respective
si sint perpendiculare pe bisectoare. e) Dreptele care trec prin
mijloacele laturilor respective si sint paralele cu bisectoarele inte-
rioare. 274. Perpendiculara din M pe BC intilneste din nou cercul

(0) in M’. Observim ci XO0AM = 90°—%{AOM=90°—

— XAM'M = 90° — XEDM = <.BDE. 275. Ludm un punct
E pe zy. Ducem dreapta AEC | ME (A si C pe cerc). Pe MC
ca diametru construim un cerc, care intersecteazd pe zy in E si F.
.CF intersecteazd cercul in-B. zy este dreapta lui Simson a punc-
tului M fatd de ABC. Alifel. Se duce o coardd oarecare BC.
Perpendiculara din M pe BC taie cercul in NV si paralela din NV
la zy taie din nou cercul in A. Triunghiul este ABC. O infinitate
de solutii. 276. Se duce AA’|(D), A" fiind pe cercul circumscris
(fig. 88). Ex_t_remitatea coardel ce trece prin A’ si este perpendi-
culard pe BC este punctul cdutat. 277. a) Perpendiculara din A
pe B’C’ intilneste cercul in « (fig. 89); «aA’1 BC (probl. 276)
si X Aad’ = X(BC, B'C’) care demonstreazd relatia ceruti.
b) Dac# se cautd punctul a cirui dreaptd Simson este perpendi-
.culard pe A'C’, se giseste punctul B’, din cauza relatiei demon-
.strate mai sus. ¢) [, m, n, mijloacele segmentelor HA', HB', HC'
Dreptele Simson ale punctelor A’, B’, C’ fatd de triunghiul A BC
sint inaltimile triunghiului Imn. Intre triunghiurile ABC, A'B’C’
-existd reciprocitate din cauza primei relatii (G.M.XX). 278. Din
relatiile arc Aa 4 arc BB 4 arc Cy =0, arc Ao’ +4- arc BB’ 4-
+arcCy’ = 0 deducem arc «x'-+arc 3’ H-arcyy’ = 0 (G.M. XX).
279. Fie (A) dreapta care impreund cu M formeazi un triunghi S,
din familia triunghiului A BC. Dreapta lui Simson este perpendi-
culari pe (A) oricare ar fi triunghiul (G.M. XX). 280. Fie M, punc-
tul in care perpendiculara din M pe BC intilneste cercul (0),
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R punctul de intilnire a dreptei A A’ cu cercul (0), iar R, proiectia
lui R pe MM, (fig. 90). Din egalititile <xMA'R = 90°=
= X MR,R se deduce ci patrulaterul MR;A’R este inscriptibil.
Deci <XA'RM,=<xA'RM. Dar <X MRA =< MM, A si deci
R, A’ IAM,. Cum dreapta lui Simson a punctului M este de ase-

menea paraleld cu A 3/, (probl. 259), ea va intersecta perpendicu-
lara din A pe BC intr-un punct o astfel ca wA’ = «R;, « fiind
proiectia lui M pe BC. In mod analog se va arita cd dreapta lui
Simson a punctului WV trece prin acelasi punct ». Odatd demon-
stratla de mai sus facutd, se va putea deduce din principiul de
continuitate al lui Poncelet . teorema ortopolului subzistd si
in cazul cind dreapta (D) nu intilneste cercul circumscris in puncte
reale. Dealtfel se vor da in capitolele urmitoare si alte demon-
stratil pentru aceastd remarcabild proprietate gasitd de J. Neu-
berg. Alifel. Fie P punctul a cidrui dreaptd Simson este perpen-
diculard pe (D). Triunghiurile ABC, MNP sint triunghiuri §
(probl. 277). Punctele A’, B’, C’ se gisesc pe dreptele lul Simson
ale punctelor 4, B,~C in raport cu triunghiul MNP. Acestea sint
perpendicularele pe laturile BC, CA, AB si sint concurente. 281.
Generalizarea precedentei ; solutie analogi cu prima solutie datad mai
inainte. 282. Fie M, NV punctele in care dreapta (D) intilneste cercul
(0). Dreptele lui Simson ale acestor puncte formeaza intre
ele un unghi constant (probl. 265) si trec prin mijloacele segmen-
telor, MH, NH fixe (probl.263). Locul este un cerc. 283. Dreapta (D)
intilneste cercul circumscris in M si N si fie H ortocentrul.
Dreptele lui Simson ale punctelor 4/, IV formeaza intre ele un unghi
constant (probl. 265) si trec prin proiectiile punctelor M, N pe

BC, fixe. Alffel. Fie w ortopolul, iar B’, C’ proiectiile punctelor
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B, C pe (D). Punclele B’, C’ sint fixe, iar < B'wC’ egal cu supli-
mentul unghiului 4, deci constant. In mod analog se aratd ca
si locul izopolului este un cerc (G.M. N XIX). 284. Proprietatea
rezultd din identitatea celor doud locuri vidsite in cele doud solu-
tii date problemei precedente. Alifel. Datrulaterul format din
punctele B’, C’, M'’, N’ este in-
scriptibil (probl. 207). Se dove-
deste egalitatea unghiurilor B'wC’
si B'M'C' (G. M. XXXI). In cazul
general al izopolului avem proprie-
tatea: se proiecteazi B si C sub
unghiul ¢ pe (D) in B’ si (',
iar M si N sub unghiul = —¢
pe BC in M’, N’ (fig. 91). Izopolul
de unghi ¢ al dreptei (D) fata de
ABC si punctele B, C’', M’, N’ sint
cinci puncte conciclice. 285. Fie
o, By, Y1 izopolii de unghi n—o
ale laturilor lui A4,B,C, fatd de
A,ByCy, iar a,, B, v, izopolii de
unghi ¢ ale laturilor lui 4,B,C, fata
de A,B,C,. Se proiecteaza A,, B,, C, sub unghiul =—o pe B,C,
in A’, B’, C’, iar punctele B,, C; sub unghiul ¢ pe laturile B,C,,
02‘{27 AZBZ in Bm Ca7 BvalH BL" Cc' Fle (Oaa)7 (Oab)v (Oac) cercurile care
trec respectiv prin punctele (B,’ Clv Bm Ca,): (Cl,A,;Bb,Cb)a(A’7B”Bc’
C,). Aceste cercuri trec prin «, (probl. 384). De asemenea punctul B,
apartine cercurilor analoge (Oy,), (O), (Os), punctul y, apartine
cercurilor (0,,), (0,), (0..), punctul «, este comun cercurilor (0,,),
(0sa); (O.4), By cercurilor (O,), (Ow), (0y), iar v, este comun cercu-
rilor (0,.), (Oy), (O,,). Daca punctele «;, 8,, v, se confundi intr-un
punct o, de asemenea ay,, B, v, vor fi confundate cu acesta. 286.
Cercurile circumscrise celor patru triunghiuri trec prin punctul
lui Miquel, M (probl. 219) (fig. 92). Proiectiile lui M pe cele
patru drepte sint coliniare ca formind dreptele lui Simson ale
punctului M in raport cu cele patru triunghiuri. Ortocentrele celor
patru triunghiuri se gdsesc pe o dreaptd paraleld cu dreapta lui
Simson a punctului M, dusd prin simetricul lui M in raport
cu dreapta lui Simson (probl. 263). 287. Prelungind bisectoarea
BI| se va ariita prin mésurd de unghiuri cd triunghiul A’BI este
isoscel. 288. Fie I, J centrele cercurilor inscrise in triunghiurile
ABC si ABD, E mijlocul arcului AB; avem El =FEJ =FEA =
= EB (probl. 287), deci IJ este perpendiculard pe dreapta care
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uneste pe E cu mijlocul arcului CD. Se va mai observa cd ultima
dreaptd este perpendiculard pe cea care uneste mijloacele arcelor
BC si AD. 289. Fie a, B, v, 3, 1, v mijloacele laturilor si dia-

gonalelor AB, BC, CD, DA, AC, BD, G, punctul comun bime-

dianelor «y si 88, A intersectia diagonalelor AC, BD iar O centrul
cercului circumscris (fig. 93). Fie K simetricul punctului O fata

Fig. 93

de G. Figura «Byd este paralelogram (probl. 59), deci aG = Gvy.
Patrulaterul «OyK este paralelogram, deci «K| Oyl CD si
vK||Ox ) AB. Analog se aratd cd si celelalte perpendiculare trec
prin anticentrul K. Se poate ardta usor cd punctul K este orto-
centrul lui Auv. 290. Pastiind notatiile din problema precedentd,
fie H,, H,, H,, H, ortocentrele triunghiurilor BCD, CDA, DAB,
ABC. Avem AH,= BH, = 20+
(probl. 233). Dar AH,| BH,, deci
ABH,H, este paralelogram. AH,,
BH, se intersecteazd in parti egale
intr-un punct K. Analog se arata ca
CH,, DH; au de asemenea mijlocul
in K si apoi se arata identitateaintre
acest punct si punctul K din pro-
blema precedenti. 291. Fie B, si
C, intersectiile dreptelor BH, CH
cu cercul ABC (fig. 94). B,N inter-
secteazd pe A0 in P,. Avem
X NHB, = X HNO = <X HB,P, =
= X P,AB. Deci P, se giseste pe
cercul ABB,, adici se confunda
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cu P. La fel se aratd ca C,M
trece prin P. O este centrul
cercului inscris in triunghiul M VP
(GM. XVI). 292, Fie D, E, F(fig.
95) punctele in care paralelele din /
la dreptele MA, MB,, MC,, intil-
nesc respectiv laturile BC,CA,A B
si P punctul unde bisectoarea A/f
intersecteazd cercul AEF. P seafld
pe mediatoarea segmentului EF si
avem X EIF =< B, MC,=90°—

— %{A, iar < EPF — 180° —

— <X A. Deci P este centrul
cercului circumscris triunghiului
EIF. 1In cercul AEF avem
X AFE = X APE, iar in cercul
IEF avem < APE=2<JAIE.
Deci X AFE =2< AIE si ana-
log <& BFD=2<% BID. Dar-

I DIE — 90° + é<xC=<AIB.

Rezultd ca <X AIE = <& BID si

deci X AFE = & BFD. Fie A,, B,, C, punctele in care bisec-
toarele exterioare triunghiului ABC intersecteaza cercul circum-
scris, iar Dy, E,, F;, punctele in care paralelele duse prin / la
MA,, MB,, MC, intersecteazd respectiv laturile BC, CA, AB.
Analog ca mai sus se aratd ci punctele D,, E;, F; sint co-
liniare, iar centrul cercului circumscris triunghiului [E.F,

este punctul P, unde bissctoarea A7 intersecteazi cercul AE . F,
(G. M. XXXII). 293. Avem < AF,E,= < AP,E, = 180° —
— 2 PJE, = 2 AIE, — 180°. Dar unghiul EIE, este drept, deci
X AF.E, = 2 AIE. S-a aritat insd (probl. 292) cid X AFE =
=2 AIE, deci XAFE = { AF\E,. 294. Fie unghiul drept in
A4 (fig. 90), iar O, G, D puncte ale arcelor BC, CA, AB astfel
alese ca MN, HL, EF fiind tangentele in aceste puncte si avem
OM = ON, GH =GL, DE = DF. In triunghiul dreptunghic
AEF, AD este mediani. Deci AD = DE = DF si {DAF =
= X DFA. Dar 2 mis. X DAF = mis. arc DB, iar 2 mis. X DFA=

2
= mis. (arc AD — arc DB) si arc AD = Earc ADB. Analog
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aratdm ca arc 4G = —3— arc AGC. Deci arc AD + arc AG =

=arc DAG = ; arc BAC =120°. De asemenea triunghiul dreptun-

ghic MAN dia <X MAO = <z AMO. Deci 2 arc BO = arc ACO si

Fig. 96

cum 2arc BD = arc AD, arc O0BD = arc BO + arc BD = 120°.
295. Fie M punctul a carui dreaptd Simson (7’) este paraleld cu
secanta data (T) (fig. 97) a cdrei constructie se cunoaste (probl.
276). Daca m,, m,, m, sint simetricele punctului # in raport cu latu-
rile lui ABC, ele se gasesc pe dreapta (T), cdci (I”) trece prin mij-
locul lui MH. Dreapta m,A, trecind prin H, simetrica sa in
raport cu BC, care este dreapta MA,, trece prin H, 286. Fie
d,. d,, d, punctele de intilnire ale diametrului (d) cu laturile
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lui A,B,C,, O,, O,, O, simetricele
lui O in raport cu laturile acestui
triunghi, A’B’C’ triunghiul ortic,
H ortocentrul, Oy centrul cercului
Euler. O este ortocentrul lui 4,B,C,
si deci O,d,, 0.d,, O, sint con-
curente intr-un punct o al cer-
cului (0,) si simetricele ay, 0;, ¢
ale lui » in raport cu laturile lui
A;B,C, se gisesc pe (d).(probl. 293).
Punctele A’ si O, sint diametral
opuse in cercul (Oy). Deci w4’ | w0,
s1 simetricele acestor drepte in ra-
port cu B;C; vor {i de asemenea
perpendiculare, adicd «; va fi pro-



iectia lui 4 pe (d). Proiectia lui @, pe BC trece prin o (G.M.
XXXIII). 297, Fie (d) diametrul cercului circumscris (O) paralel
cu (A) si celelalte notatii ale problemei precedente. Punctele a, 4,
a, sint coliniare. Simetricele «, A’, » ale acestor puncte in raport

cu B;C; sint de asemenea coliniare §i avem wa = a«, distanta
dintre (d) si (A). o este centrul cercului 2. 298. Notatiile. celor
doud probleme precedente, ¢ punctul in care perpendiculara
ao pe BC intersecteazd a doua oard cercul aZy. Avem < woa =
= L wap = <X aqax, deci w¢ ||aa; 1 (A) s1 ¢ este ortopolul
dreptei (A) (G.M. XXXIII).

VIl 299. (0') se obtine din (O) printr-o translatie egald gi
paraleld cu MN. 300. Generalizarea problemei precedente. Curbele
(C) 51 (C’) pot fi aduse s& coincidd printr-o translatie egala si para-
lela eu MN, deci sint egale. 301. Triunghiul A’B’C’ se obtine
din ABC printr-o translatie. 302. Cele doua segmente ‘formeazi un
paralelogram ; diagonalele AA’, BB’ se intilnesc in 0. Acesta este
centrul in Jurul cdruia o rotatle de 180° aduce pe 4 in A’ si B
in B’ 303. Segmentele pot fi paralele sau nu. In primul caz
centrul de rotatie se afla la infinit si rotatia devine o translatie;
in al doilea caz centrul de rotatie se afli in punctul de intersec-
tie a dreptelor AB, A'B’ 304. Centrul de rotatie"O se afld in
punctul de intersectie a mediatoarelor segmentelor AA’, BB'.
Trebuie dovedit ci < A0A’ = < BOB’, ceea ce rezulti din ega-
litatea triunghiurilor OAB, OA'B’. Daci ABB'A’ este cOnvex,
iar M, N sint mijloacele lui AA’, BB’, se vg observa cd L. MOA +
+ < AOB + X BON = X MOA’' +- X A’'OB’ + < B'ON si daca
O ar fi in interior, ar rezulta AA'|BB’, dar atunci centrul de
rotatie este situat in afard, la intersectia dreptelor AB, A'B’.
305. Fie £ mijlocul arcului AC. Avem arc. A = arc EC si
arc ED = arc EB. Punctele A, C si B, D sint simetrice fati de dia-
metrul OF, deci dreptele AB, ch sint si ele simetrice §i se inter-
secteazk pe axa de simetrie OL. Altd solutie a se vedea la pro-
blema 96. 306. Se vor lua doud segmente simetrice i se va observa
cd centrul de simetrie este centrul de rotatie ; unghiul de rotatie
este de 180°. 307. Fie P un punct al figuril date, A, M simetri-
cele sale in raport cu O si 0. Avem MM |00’ si MM'—ZOO’
308. Fie M, N doud puncte ale figurii initiale, M’, N’ simetricele
lor in raport cu prima axd, M”, N” simetricele lui M’, N’ in
raport cu a doua axd. MM"si NN sint perpendiculare pe cele
doui axe, deci au directie fixd , apoi ¥ M" = NN" = 2d (d fiind
distanta dintre cele doua axe). 'Deci J/"N” se obtine din MN
printr-o translatie. 309. Fie_ M’ simetricul lui M in raport cu prima
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axa, M" al lui M’ in raport cu a doua axd. O fiind intersectia
axelor, avem OM = OM"; <X MOM "= 20 (« unghiul celor doua
axe). 310. Fie M’ simetricul lui M in raport cu prima axi,
M" simetricul lui M’ in raport cu a doua; N’ simetricul lui M
in raport cu a doua axa, V"

A simetricul lui N’ in raport

AN cu prima. De la M la M" se

4 [ T8 trece printr-o rotatie de unghi
LN 2, iar de la M la N” printr-o

rotatie de unghi 2(n—a). CaM”’
si V" sd coincidd trebuie ca
2(r—a)= 22, adicd «= m/2,
deci axele de simetrie perpen-
[ diculare. 311. Se aduce A'B'C’

Fig. 98 cu virful A’ in A prein trans-

latia definiti de A’A (fig. 98).

Triunghiurile devin simetrice fatd de bisectoarea unghiului
format de doud laturi omoloage ce pleacid din A. Mai general
fie P si P’ douid puncle omoloage ale celor doud triunghiuri.
Translatia -definitd de P’P aduce pe P’ in P si A’B'C in

BI

{C
Aa
) .
x 78 -y
Fig. 99 Fig. 100

A{B,C,. Aceste doud triunghiuri sint simetrice fatd de o axa
care trece prin P perpendiculard pe AA,. O infinitate de moduri.
312. In cazul cind proiectille punctului pe laturile triunghiu-
lui sint coliniare, deci cind M este situat pe cercul ABC (teo-
rema lui Simson); atunci dreapta care uneste simetricele lui M
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trece prin ortocentrul triunghiului A BC. 813. Fie M un punct
al figurii considerate, M,, M,, M, pozitiile sale succesive (fig. 99).
Se considerd ci se roteste tot patrulaterul MABC si se observa
cd dupd cele trei rotatii punctul B revine la pozitia initiald, deci
B este centrul cerut. Deoarece rotatia in jurul lui B este 180°,

Fig. 101 Fig. 102

figura finald este simetricd figurii initiale in raport cu B. 314.
Oricare ar fi B pe zy (fig. 100), se poate trece de la B la C prin-
tr-o rotatie de 60° in jurul lui A, deci locul lui C este transfor-
mata lui zy prin aceasta rotatie, adica o dreapta. Acelasi rationa-
ment cind dreapta xy se inlocuieste cu un cerc. 315. a) Triunghiu-
rile egale ABB’, ADD’ (fig. 101) pot fi privite ca rezultind unul
din celalalt printr-o rotatie de 90°, de unde rezultd cd BB’ |  DD'.
Deoarece B, D sint fixe, locul este cercul circumscris lui A BCD.
b) Din mdisura unghiurilor avem < MCA = < MDA, iar
din triunghiurile isoscele ACC’ si-ADD’, avind unghiurile din A
egale, rezultd ¢ C'CA = <X D'DA, deci M se afld pe CC’. 316.
In migcarea sa, virful 4 descrie un arc de cerc (O) care trece prin
P si Q (fig. 102). Iniliimea AD a triunghiului ABC intilneste
cercul (O) intr-un punct fix /. Fie J punctul diametral opus lui
I pe cercul (0). J este pe de o parte fix, pe de altd parte dis-
tanta lui la BC este egali cu AD care rimine constantd in mis-
carea triunghivlui ABC; deci BC este tangentd la cercul de cen-
tru J si raza AD. 317. Simetrica lui Oy fatd de (D) intilneste
pe Ox in A. Punctul B se afld ducind perpendiculara din 4 pe
(D). 318. Problema se reduce la precedenta: trebuie construita
baza BC, cu B pe (D) si C pe (D), iar mijlocul lui BC pe
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perpendiculara dusd din A pe (A) (fig. 103). 319. Se translateaza
FG pind cind F vine in A. & va veni inte-un punct cunoscut H.
<X BGH = & AMB = const, deci G este determinat. 320. Presu-
punem punctul P exterior spatiului cuprins intre (D)) si (D,) si
de partea dreptei (D,), iar O intersectia lui (D) cu (D,) (fig. 104).

Fig. 103 Fig. 104

Se translateaza PC pind cind C vine in O si se translateazi AB
pind cind A vine in 0. P vine intr-un punct E, locul lui E este
simetrica dreptei (D,). in raport cu (D,). Fie I centrul paralelo-
gramului PEOC; locul lui I este o dreaptd paraleld cu (D,) si
locul lui C este simetrica locului lui E, in raport cu aceasti
dreaptd. Alifel. ¢’ un punct pe (D) si P’ simetricul lui P fatd

Fig. 105 Fig. 106

de C'. Locul lui P’, cind C’ descrie dreapta (D) este o paraleld
(A) la (D). Draptele (D), (A) s1 (D,), (D,) formeazi un paralelo-
gram cu un virf in 0. Diagonala care trece prin virful O al acestui
paralelogram d& directia secantei ciutate. 321. a) Rotim dreapta
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(D’) eu 60° in jurul lui 4 in sensul ales’ intersectia transformatei

cu dreapta (D) d& un virf al tnunghlulm deci marimea laturii.
Sint doua solutii. b) Acelasi rationament. In ambele cazuri pre-
supunem problema rezolvatd pentru « urméri rationamentul.
322. Dacd se fixeaza virful A pe una din paralele, problema se
reduce la precedenta. Existd o infinitate (dubla) de solutii care se
deduc unele din altele prin translatii paralele cu dreptele date.
In’ cazul cercurilor concentrice se fixeaza A, de exemplu pe cercul
exterior (fig. 105), apoi se roteste de 60° in jurul lui 4, cercul
cel mai mic; centrul lui ajunge pe cercul mare. In aceasti noui
pozitie el intersecteazd cercul mijlociu in C si Cy, care rotite
invers de 60° ne dau pe B si B;. Doua solutii, una sau nici una
pentru fiecare punct 4. 323. Punctul A, dupd o rotatie in jurul
lui v, « si 8 revine la pozma initiald (f1g 106), pe cind un punct
D oarecare al cercului vine intr-un punct D,, simetric ci D in
raport cu diametrul ce trece prin A. Alifel. Notim oB = oC =

BC = (SA y; yA + vyB =2z de unde: y—f—z—By,
z+x=?a; x—f—yz;\ﬁ si z-+y+ :=180°. Rezultda z=

= 180° — By. Constructia: v’ este diametral opus lui - si para-
lela din B la v« taie din nou cercul in B etc. 324. Fie O centrul
cercului ce trece prin M si N. Se roteste figura in jurul lui O pini
ce M vine in N. Unghiul de rotatie MON este cunoscut. A vine
intr-un punct cunoscut A4,. Se observd cd unghiul format de
dreapta PM, cu pozitia ei rotitd A4,N, este egal cu unghiul de
rotatie, de unde rezultd < BNA, = < MON £ MPN, dupa
diferitele cazuri de figurd; deci NV
este determinat. 325. O si A sint
simetrice in raport cu bisectoarea
unghiului OPA. P este deci la
intersectia bisectoarelor unghiului
format de (D’) cu perpendiculara
in O pe dreapta (D). 326. Se ia pe
(D), OB = R, asa ca triunghiul
-PBC si fie isoscel. P este la inter-
sectia lui (D) cu mediatoarea lui BC. Fig. 107
Doud solutii. 327. 4, este simetricul

lui 4 in raport cu PQ (fig. 107). A,/ este bisectoarea < BIQ. Cercul
cu centrul 4, si raza A, B intersecteazi pe PQ in C. Perpendiculara
din 4, pe BC intersecteazi pe PQ in /. 832. Fie {E simetricul
lui € in raport cu D i F simetricul lui € in raport cu DP. F se

giseste la intersectia lui AB cu arcul descris pe CE ca diametru.
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P este la intersectia lui AB cu mediatoarea lui CF. Altfel. PD
trebuie si fie bisectoare. Fie D’ conjugatul lui D fatd de A, C.
Cercul de diametru DD’ taie pe AB in P, P’. Doud solutii, una
sau nici una. Se va considera $i D la mijlocul lui AC. 329. Con-

struim figura simetricd cu cea din enunt, in raport cu latura AB.

Fig. 108 Fig. 109

Fie C', D', I’ simetricele punctelor €, D si I in raport cu AB.
Figura CDD'C’ este un trapez isoscel si diagonalele sale trec
prin £ (G.M. XXIX). 330. Se da cercului (C’) o translatie para-
leld cu (A) pind vine in (C”) astfel ca linia centrelor si fie per-
pendiculard pe (A). Dacd (C) si (C") sint secante, atunci secanta
comund este cea cautatd (G.»l. XXVIII). 331. Fie ! lungimea

segmentului AB (fig. 108). Cu [ ca razi si din B’ (sau A’) ca
centru, descriem un cerc care intersecteazd directia AB in A; si A,.

Dam o miscare de translatie lui AB pini ce A vine in A, (sau A,)
si B in B, (sau B,). Rotim segmentul in jurul lui 4, pind ce B,

coincide cu B’. Rotim din nou in jurul lui B’ pind ce 4, vine
in A’. 332. Presupunem problema rezolvatid; fie .1', B’ proiec-
tiile lui A si B respectiv pe (D,) si (D) (fig. 109). Luam B'A; =
= AA’. Triunghiurile dreptunghice 0A’A, OB’A; sint egale
si.se obtin unul din altul printr-o rotatie de 90°. A’ este situat
pe cercul de diametru OA; B’ pe cercul de diametru OB, deci
B’ se obtine rotind de 90° cercul de diametru OA. Dreptele
OB’ si perpendiculara pe ea, OA’, sirt cele ciutate. 333. Fie P,
simetricul lui P in raport cu XY, P, simetricul lui P; in raport
cu XZ, P, punctul ce se obtine continuind aceste constructii
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(fig. 110). Dreapta P,C determind, prin intersectie cu ultima
laturd, punctul unde bila va lovi aceasta laturd. Se urmeazid dru-
mul invers, plecind de la acest punct si se gdseste punctul M.
334. Se da triunghiului BIC o rotatie de 60” in jurul punctului C

(fig. 111); punctul B vine in 4, iar I in /', deci Al = BI.

Fig. 110 Fig. 111

Triunghiul ICI’ este -echilateral, deci I’ = IC. Cu cele trei
lungimi s-a construit astfel triunghiul 747" (Bul. Sc. Politeh-
nice, 1937).

VIII. 335. Se duce diametrul perpendicular pe dreapta dati;
extremitdtile lui sint punctele de contact al tangentelor cdutate.
336. Toate coardele de aceeasi lungime cu cea datd ramin tan-
gente unui cerc concentric cu cel dat. Problema se reduce la a
duce tangentele, paralele cu dreapta dati, la cercul concentric.
Alifel. Fie O centrul cercului
dat si O’ proiectia luipe dreap- w) &

ta datd. Se asazd pe dreapta ‘
datd un segment egal cu coarda Y //_\ 7)) /

datd, cu mijlocul in O’, apoi
se duc paralelele la OO prin
extremititile acestui segment.
337. Fie A un punct pe una
din paralele (fig. 112). Cercul
cu centrul in A, de razi [, in-

tersecteazd a doua paraleld in
B si B’. Se duc tangentele
la cerc paralele cu AB, apoicu AB’;patru solutii, douésau nici una.
338. Lungimea data trebuie si fie mai mica decit diametrul lui (C”).
Coardele lui (C’) avind lungimea datd sint tangente la un cerc
(C") concentric cu (C’). Se vor duce tangentele comune la (C)

si (C"). 339. Se duce in (0') diametrul AB perpendicular pe 00’
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Cercul cerut are centrul in O si raza 0A = OB. 340. Se ia pe
OA, AB = AB" = R. Cercurile de centre B, B’ si raza R ris-
pund la problema. 341. Centrul unui cerc ciutat se va gisi la
intersectia cercului de raza R, cu centrul in A4, cu paralela la
dreapta datd, la distanta R. Cel mult doui solutii. 342. Centrul

Fig. 114

unuia din cercurile cerute se giseste “la intersectia cercurilor avind
centrul in O i ca raze suma si diferenta razelor R, r, cu para-
lelele la (D), departate de ea cu R. Cel mult opt solutii. 343.
Fie R, R’ razele cercurilor (0), (0') (fig. 113). Se descriu din
0, ca centru, cercuri avind ca raze suma si diferenta lui R si
r, apoi din O’ altele avind ca raze suma s dlferenta luir R, r.
Orlce punct comun al acestor cercuri este centrul unui cerc care
raspunde la problemd. Cel mult opt solu-
tii. 344. Centrul unui cerc cautat este
unul din punctele de intersectie ale pa-
ralelelor la Oz si Oy, la distanta R de
ele: Patru solutii. Centrele gasite sint pe
bisectoarele unghiului 20y. 345. Se ia pe
(D;) una din lungimi [, (fig. 114) §1 se
construiesc triunghiurile isoscele sime-
trice care au baza [, si laturile egale R.
Fig. 115 Fie M si M’ virfurile celor doud triun-
ghiuri. Se ia pe (D,) cealaltd lungime

I, si se construiesc triunghiuri isoscele cu I, ca bazi si R laturile
egale Fie N, N’ virfurile lor. Paralelele prin M, M la (Dy)  si
paralelele prin N, N’ la (D,;) determind prin intersectiile lor
centrele qercurilor cdutate; patru solutii. 346. Locul virfurilor
unghiurilor drepte, ale cdror laturi sint tangente wunui cerc
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dat este un cerc concentric (probl. 125). Punctele cerute se
gisesc la intersectia a doud cercuri. Cel mult doud solutii. 347.
Centrul se afld la intersectia perpendicularei duse in B pe dreapta
(D) cu mediatoarea lui AB. 848. Centrul se giseste la intersectia
dreptei OB cu mediatoarea lui AB. 349. Fie M mijlocul lui CD,
X OMC = 90° (fig. 115). M se giseste la intersectia lui AB cu
cercul descris pe OC ca diametru. Cel mult doud solutii. Altfel.
Locul simetricelor lui U fatd de punctele dreptei AB este o para-
leld la A B, care intersecteazi cercul in cel mult doua puncte D, D".
350. Se descriu cercuri: din A ca centru, cu BC ca razd, din C
ca centru, cu AB ca razi. 351. Fie r raza cercului dat (fig. 116)
T punctul de tangentd cu cercul, w centrul cercului cerut. Tri-
unghiul wTA este isoscel, deci daci se ia AB = r, perpendicular
pe (D), triunghiul wOB este de asemenea isoscel. De aici construc-
tia: se ia pe perpendiculara in A la (D), AB = AB =r. Prin
mijloacele lui OB, OB’ se ridicd perpendiculare care intersecteazi
pe AB in ©, «". Doud solutii. Altfel. AT intersecteazi cercul
in C si OC || ®A. Deci perpendiculara din O pe (D) intersec-
CIJ/

(4)

Fig. 116 Fig. 117

teazd cercul in C, C'. AC si AC' determind pe cerc punctele de
contact, T, 7T’. 352. Tangenta tn A la (O) intersecteazi pe (D)
in T. Centrele cercurilor cerute se afla la intersectiile lui OA cu
bisectoarele unghiurilor-formate de 74 cu DT. 353. Se ia pe (D),

AB = AB’ = raza lui (0). Prin mijloacele segmentelor CB si CB’
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se ridicd perpendiculare care intersecteazi dreapta (D) in O, O’;
acestea sint centrele cercurilor cerute. 354. Perpendiculara in A
pe (D') intersecteazd dreapta (D) in B. Bisectoarele unghiului
format de (D) cu AB intilnesc pe (D’) in centrele cautate. 3565.

Pe tangenta in B se ia BC egal cu lungimea dati, apoi pe OB, se

ia OM = OC. M este punctul ciutat. 356. Se duce cercul cu cen-
trul in B, tangent la dreapta (A) (fig. 117), apoi tangentele din A
la acest cerc. “Ele intersecteaza pe (A) in C si C'..Doud solutil.
Daca A4 s1 B sint de o parte si de alta a lui (A), constructia este
asemdndtoare cu cea precedentd. 357. Se construieste cercul inscris
(I). Centrul acestuia este punctul comun bisectoarelor. Punctele
D, E| F de contact cu laturile sint punctele de tangentd ale cercu-
rilor cdutate, intre ele. 358. Se costruieste un triunghi echilateral
ABC inscris in (0). Unul din cercuri va avea centrul pe OA4, va
trece prin 4 si va fi tangent mediatoarelor laturilor AB, AC

(probl. 354). 359. Fie AA” inaltimea din unghiul drept, / centru}
inscris, D, E, F punctele de tangenta cu laturile. JEAF este patrat.

Paralela prin / la ipotenuzi intersecteazi pe AA’ in M. In triun-
ghiul A M7 cunoastem ipotenuza Al si cateta A M, deci se poate

construi. Se construieste apoi patratul in care A/ este diagonala;
laturile care pleacd din A sint pe laturile triunghiului. 360. Se
duc bisectoarele exterioare ale triunghiului A’B’C’. 361. Se pre-

lungeste BA cu AD = AC (fig. 118). In triunghiul BDC avem

v
A
A
/N
/
/ \
/ \
/
T \ A
I \
/ \<\‘ N
AN
/ \).
L2 C' a c‘_‘l‘_\wv
Fig. 118 Fig. 119

BD = AB + AC, < BDC = % X A. Din constructia lui BDC

se' deduce constructia lui ABC. 362. Aceeasi metodd ca in pro-

blema precedentd. 363. Construim triunghiul A MN avind MN

egal cu perimetrul dat, ¢ M =i§, XN = {20 (fig. 119). Me-~
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diatoarele lui A M si AN intersecteazd pe N in Bsi C. ABC este
triunghiul cdutat. 364. Pe o paraleld la (D) dusd prin A, se ia

AC = AC" = MN. _Dreapta BC intersccteazd pe (D) in N iar-

paralela din A la BC in M. MN este pozitia ciutati. Analog
pentru C'.4365. &t BEC = < BAD (fig. 120) deci E este inter-

Fig. 120 Fig. 121

sectia cu AD a arcului capabil de < BAD descris pe BC. 366.
Se ia un punct M pe una din drepte (D,), (fig. 121); prin M se

duce o paraleld la (A), pe care se ia MN = MN’ = [. Se aplicd
segmentelor MN, MN’ cite o translatie pind ce NV si N’ vin pe
(D,). Se obtin doua solutii AB, A,B, simetrice fatd de punctul
comun lui~(D;) cu (D,). 367. Distanta centrelor CC’ este suma
(diferenta) celor doud raze (fig. 122) iar CC" | (A), deci de directia

Fig. 122

cunoscutd. Problema se reduce la precedenta (R.M.F. IV). 368.
— ~— 1 — . L .

Se prelungeste AG cu GM = SAG(flg. 123). Se ia simetricul 0"

al lui O in raport cu M si'fie B unul din punctele comune cercurilor

(0) si (0"). BM intersecteazi pe (0') in C asa ci BM = MC-ABC
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este triunghiul cerut. Cel mult doud solutii (G.M. IV). 369. Pe
0G se ia Eﬁ:% OG. Locul lui M este cercul de centru O’ si

1= : \
razi — OA asa cd M este determinat. Problema se reduce la cea

precedentd (G.M. VII). 370. Fie B intersectia paralelei duse din
AlaNT,cu MT. Se observa ca triunghiurile MNT, MAB, TAB,
OA B sint isoscele. Punctul B este la intersectia cercului de centru
O'si razd OA cu cercul de centru A si razd A7. M este la inter-
sectia Jui BT cu cercul (G.M. XIV). 371. Fie o unghiul diago-
nalelor, 2/ lungimea laturii date (fig. 124). Se aplicd lui (O") doua.

cd

translatii paralele cu (A) si egale cu 2/ 51 se obtin doud cercuri
(07), (0y) care intersecteaza pe (0) in patru puncte. Fie A unul din
ele. Se va gasi pe (0’) un punct B asa cd AB = 2/ si paralel cu
(A). Punctul £ comun diagonalelor este pe o paralela la (A) si
A B, egal depirtat de ele §i pe un arc de-cerc, capabil de «, descris
pe AB. Cel mult opt solutii (G.M.V). 372. Fie T punctul de
tangentd astfel ca NT | NA (fig. 125). Avem CT | AN, deci
X ANC = <& NCT, dar < NCT = & NCA si triunghiul ANC
"este isoscel. Alifel. Ducem CD | AN; trinnghiurile ANO si CAD
sint egale avind unghiul A comun, CD = TN = NO. De aici
rezultd constructia lui N (Concursul de mat. 1953 R.M.F.). 373.
Se duce diametrul MOM’' perpendicular pe directia data (fig. 126).
Se uneste M cu O, MO’ intersecteazd pe (0) in A. Din 4 se duc
cele doud tangente la (O’), care intersecteazd pe (0) in B, C.
Triunghiul ABC rispunde la problema. Cel mult doud solutii.
374. Construim cercul concentric cu cel dat, la care trebuie si fie
tangentd latura AC, unghiul B fiind cunoscut. Din N ducem tan-
genta NVAC si unim pe € cu M. 375. Misura unghiului A este
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egald cu semisuma (semidiferenta) arcelor MN si BC (fig. 127)
Unghiul 4 fiind cunoscut, putem determina cu cerc concentric cu

cel dat, la care latura BC este tangenti. Constructia urmeazd de
la sine. 376. Presupunem problema rezolvatd, ABC triunghiul
cerut, 4 pe cercul interior, B §i C pe cel exterior. AB intilneste
cercul exterior in D. Unghiul B fiind cunoscut, se va cunoaste

A

Fig. 126 Fig. 127

lungimea coardei CD. Pe CD se va descrie un segment capabil de
suplimentul unghiului A. Intersectia acestuia cu cercul interior
ne da virful A. Doud solutii. 377. Se descriu_ pe laturile triunghiu-
lui ABC arce de cerc capabile de 60°. Virfurile triunghiurilor
echilaterale circumscrise lui ABC se gisesc pe aceste cercuri. Pro-
blema se reduce la propozitia urméitoare: secanta de lungime
maxima care trece prin punctul comun a doui cercuri este paraleld
cu linia centrelor. 378. Fie P proiectia lui (0) pe (A) si M, N
mijloacele segmentelor OP, OA. Se va observa cé N sefgaseste pe
cercul (0) si ca MN | OP. Constructia: se géseste mijlocul lui
OP, apoi se duce MN | OP care determind pe N. Restul urmeaza
de la sine (G.M. XIII). 379. Fie E intersectia lui ‘AB cu CD si
F intersectia lui BC cu AD; a =< AED; p= < AFB. Se va

observa ca @:BCD=90°_|_°";'B; @:ABC=90°_°‘;B.

Cunoscind unghiurile patrulaterului, vom duce doud cercuri concen-
trice cu cercul dat, asa ca tangentele duse la aceste cercuri s subin-

tind4 in cercul dat unghiurile 90° 4 %ﬁ si 90°— = ; ® . Tan-

gentele duse din punctul de intersectie al diagonalelor, la aceste
cercuri, determina patrulaterul (G.M. XVIII). 380. Fie ABCD
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patrulaterul dat (fig. 128), E, F intersectiile laturilor AB, CD
si BC, AD. Dreptele ce unesc E si F cu mijloacele lui AD
si AB se intersecteazi in 0. Paralela dusi prin O la AD inter-
secteazd pe CD in H, iar paralela dusd prin O la A B intersecteazs
pe BC in I, HI este transversala cerutd (G.M. XIX).

Fig. 128 Fig. 120
381. Sz construieste triunghiul BCD in care<x C = 90°, CD = B'C.

Se descrie din C ca centru, cu raza CD un arc de cerc care inter-
secteazd pe BD in B’, se toboard din B o perpendiculari BA
pe B'C, ABC este triunghiul cerut. 382. Presupunem problema
rezolvatd ; notdm cu D, I, M (fig. 129) picioarele indl{imii, bisec-
toarei si medianei. Observdm cd indltimea $i mediana sint izogonale,
deci cercul cu centrul / si raza /D este tangent la aceste drepte.
Constructia: se duce perpen-

) p— c diculara in D pe DIM, iar

N din M tangenta la cercul cu
N centrul I si raza /D, pina
AN intersecteazd perpendiculara

o in A. Cercul cu centrul M si
raza MA determind pe B si
Fig. 130 C (Concurs de matematica

RM.F. 1940). 383. AB |

|CD; prin B se duce BE || AD. Se construieste triunghiul BEC
ale cdrui laturi se cunosc si se deduce trapezul. 384. Fie bazele
AB si CD, diagonalele .1C, BD (fig. 130). Se prelungeste AB
cu BE = DC. BECD este paralelogram, deci CE = DB. Se con-
struieste triunghiul AEC, apoi trapezul rezulta. 385. Fie ABC tri-
unghiul, 4 M mediana. Se prelungeste AM cu incd o datd lun-
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gimea ei, pind in A". ABA'C este paralelogram. Triunghiul ABA’
se poate construi; rezultd triunghiul A BC. 386. Fie AD inil-

timea, AM mediana (fig. 131). Triunghiul ADM se poate
construi. Cercul de razi datd R, cu centrul in A intersecteazi

b

?\\

PN
N\

I \

| \
\

|4
i
M

Iig. 131 Fig. 132

perpendiculara in M pe MD in O, $i O,, care sint centrele cer-
curilor circumscrise, deci sint posibile doud solutii. Conditii:

R>DM; R >O0,M, daci R>0,M sint doui solutii. 387.
Fie ABC triunghiul ciutat. Daca se aplicd o translatie laturii BC,
asa ca C sd vind in A, B vine in D, ACBD este un paralelogram.
Sz prelungeste BA cu AE = AB; in triunghiul CDE laturile CE,
DE si CD sint indoitul medianelor lui 4 BC, care pleacd raspectiv
din A, B, C. Din triunghiul CDE se deduce triunghiul 4 BC. 388.

D este punctul pe AB asa ca AD = AC; I mijlocul lui CD. Tri-
unghiul AA’J se poate construi, deoarece se cunosc laturile

A4 AT = A_é);_ACﬁ{AIA": 180°— { - Din triunghiul 44’7

se deduce triunghiul 4 BC (G.M.IX). 389. Fle O centrul cercului A BC,
I mijlocul coardei BC si E mijlocul arcului BC'; paralela dusé prin /
la AE intersecteazi pe AA'in P. BC = AE = PIiCO | AE. Con-
structia: se ridicd in A’ -0 perpendiculard pe BC pe care se ia [P =
= BC. Perpendiculara din C pe IP intilneste perpendiculara in 7 pe
BCin 0 (G.M. VIII). 390. Se va observa ca prelungind BA si luind
AD = BA, & DCA este cunoscut (G.M. XII). 391. Fie A4’ mijlocul
arcului BC si I mijlocul lui AA’ (fig. 132). I se gaseste la inter-
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sectia perpendicularei ridicatd-pe mijlocul .lui A, A, cu cercul de-
scris pe OA, ca diametru (G.M. XIX). 392. Fie (O ") simetricul cercu-
lui (0’) in raport cu zy. Punctele ciutate sint la interseciia cu zy a
tangentelor comune -cercurilor (0) si (0”). 393. Fie M mlJ]OCU] lui
BC; cercul cu centrul @ §i cu raza wM este cercul celor noui
puncte. El intersecteazi pe BC in N, piciorul iniltimii pe BC.
Cercul circumscris lui ABC trece prin B, C si are raza egald cu
2w M, deci se poate construi. Intersectia lui cu perpendiculara in V
pe BC ne da virful A. 394. Fie D mijlocul laturii, L mijlocul lui
AH (fig. 133). Avem doud cazuri, dupi cum D este situat pe

Fig. 133 Fig. 134

AB (AC) sau pe BC. Cazul I. D este situat pe AB. Avem DL ||
|| BH si DE:% BH = OE. (E mijlocul lui AC.) ODLE este

paralelogram deci E este determinat. Perpendicularele in D pe
OD si in E pe OF ne dau punctul 4, apoi cercul cu raza 04 ne
da pe B, C."Cazul I1. D’ pe BC. OD LA este paralelogram, deci
se ia LA = OD’ pe paralela la 0D’ prin L si se determind A
(R.M.T. VI). 395. Se duce din A perpendxculara EAF pe cele dous
drepte paralele. Se demonstreazi cd triunghiurile {BE, AFD
sint egale, deci EB = AF, FD = AE; B, D sint deter-
minate..398. Se iasimetrica AC’ a lui AC in raport cu .iD.
X BAC=<% C—< B, BC —_Bl)_ DC. Triunghiul ABC" se
poate construi, cdci cunoastem BC’, & BAC’ si AD. Din triun-
ghiul ABC’ se deduce triunghiul ABC. 397. Fie N’ diametral
opus lui NV in (0) (fig. 134); avem N'V = N'A. Constructie:
se descrie din A ca centru, cu diametrul lui (O) ca razi, un cerc
care intersecteazd pe (O) in doud puncte; fie N’ unul din ele, NV
diametralul sdu in (0). AN este dreapta cerutd. Cel mult doui
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solutii. Altfel. Cind M descrie cercul (0), simetricul lui A fata

de M descrie un cerc. cu centrul in 0’, astfel cd AO" = 240. Con-
structie: din simetricul 0" allui A fata de O se descrie iun cerc
cu raza cit diametrul lui (0) si se determini direct N. 398.
Secanta dusd prin A intersecteaza cercul interior in M, N si

cel exterior in P. Avem evident AM = NP si deoarece AP =

= 3MN trebuie ca AM = MN. Problema se reduce la cea prece-
dentd. 399. Simetricul (O;) al cercului (0,) fatd de (D) intersec-
teazi pe (Op) in B si B’ (fig. 135). Simetricele lui B si B’ sint A
si A’ pe cercul (0,). Solutiile sint AB si A’B’. Daci (0,) 5i (0,)
nu se intersecteaza, nu sint solutii; dacd sint tangente, o solu-

tie. 400. Prelungim AG cu GM = % AG. Cercul descris din
cu oM ca razi este cercul celor noud puncte. Fie N mijlocul. lui

AM, B'C" coarda din cercul precedent, perpendiculard in N pe
oN. B’ si ¢’ sint mijloacele laturilor AC si AB. 401. Fie O cen-

Fig. 135 Fig. 136

trul cercului circumscris (fig. 136), H ortocentrul, w centrul cer-
cului lui Euler, M mijlocul laturii BC, T intersectia tangentei

in A la cercul (0) cu dreapta OH. Putem determina lungimea OM
inscriind intr-un cerc de razd R o coardd egald cu @ $i ducind o

perpendiculard din centrul cercului pe ea. D Se mai stie cd AH =
= 20M (probl. 233)..Constructie: descriem un cerc de razi R in

care ducem o razi oarecare OA. Pe aceasti razi drept catetd con-
struim triunghiul OAT dreptunghic in A si in care ¢ OTA = a.

Din A ca centru, cu o razi egald cu AH descriem un cerc care
intersecteazd pe OT in H si H,. Pe paralela din O la AH luim o
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lungime OM = —;— AH. Perpendiculara din M pe OM intilneste

cercul in B si C.’Doud solutii (G.M. XXXI). 402. Fie A unghiul
cunoscut. Construim un cerc cu centrul intr-un punct O si cu raza
R. Luim pe cercul (0) un arc BC, capabil de unghiul cunoscut A.
Ortocentrul H se gaseste pe
cercul concentric de raza d
cum si pe cercul de razd R
care trece prin B, C (probl.
201). Perpendiculara din H
pe BC intilneste cercul O
in virful- A al triunghiului
cerut. Putem avea dou,
una sau nici o solutie (G.M.
XXIX). 403. Picioarele B’,
C’ ale indltimilor din B si
C sint situate pe cercul de
Fig. 137 diametru AH si pe cercul

lui Euler de diametru MN
(fig. 137). Patrulaterul BCB'C’ este inscriptibil, centrul cercului
fiind M ; rezultd < AC'B" = X C. Constructie: cercul cu centrul V
s1 raza AH/2 intersecteazd cercul de diametru MN in B’, C’. Se
1a X B'C'A = < C;latura unghiului intersecteaza cercul (V) in A,

Fig. 138 Fig. 139

iar cercul cu centrul 47 si raza MB’, in B. Diametrul BMC deter-
mind punctul C. 40%. Iie M mijlocul laturii BC, N al laturii CA
(fig. 138). Sint doud cazuri, dupa cum se d& piciorul C’ al indltimii
din C, sau unul din celelalte doud. a) Fie date M, N, C'. Prin C’
se duce o paraleld la M.V, care este tdiatd de cercul lui Euler

(MNC’) in P, mijlocul lui .1B. Cunoscind triunghiul median, se
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poate construi triunghiul ABC. by Fie date M, N, B’. Cercul lui
Euler MNB’ are centrul «. Simetricul M’ al lui M fatd de o este

mijlocul lui AH, iar simetricul lui B’ fatd de Ww este C’. Perpen-
dicularele din B’ pe NB’ si din ' pe M sint iniltimile care
determini pe H. M'H este a Lreia indltime. Reslul constructiei este
evident. 405. Fie I mijlocul lui BC, 1) punctul comun lui AH si
(A), E mijlocul lui AH. (A) trece prin [ si prin F, mijlocui lui
NH (probl. 263). Din triunghiurile egale DFH, M/F avem [M =
= HD, apoi O tiind centrul cercului circumscris, 0/ = AE = EH
(probl. 233), deci /E = 0A = OM = ED. Constructié: din E ca
centru cu, ED ca razi se intersecteaza (A) in /, se duce [0 || AH,

AO || IE si BIC 1 AH; din Oca centru, cu OA ca razi, se descrie
un cerc care intersecteazd pe BIC in B, €. Constructia este posi-
bila dacd O < IM sau EH < ED sau AH si AD de aceeasi parte
a lui (A). 406. Se ia pe latura CD, CN = AM. MN este o dia-
gonald a dreptunghiului cautat. Cercul de diametru MN da cele-
lalte virfuri ca intersectie cu BC ti AD. Doua solutii. Daca AB>
> BC, se duce diametrul PQ| AB si rézultd conditia PQ =
= MN > AB. 407. Se va construi un paralelogram BDEF, avind
drept diagonale dublul segmentelor date (fig. 139), aceste diago-

nale facind intre ele unghiul «. Apoipe BD ca bazi se construieste
in interiorul paralelogramului un triunghi BCD, avind laturile

CB, CD date. Se di o translatie a laturii FC pini ce F vine in B;
C vine in A. ABCD este patrulaterul cerut. 408. Mijloacele E,
F, G, H ale laturilor patrulaterului A BCD sint virfurile unui para-

lelogram care se poate construi si se afla mijlocul H al laturii AD
a cdrei marime si directie o cunoastem. 409. Fie ABCD patrulate-
rul ciutat, E, F, G, H mijloacele laturilor, iar I si J mijloacele

diagonalelor AC, BD. Se eunosc laturile si segmentul EG. Se con-
struieste paralelogramul EIGJ caruia i se cunosc laturile si diago-

nala EG. Se construieste apoi paralelogramul HIJF ale cirui laturi
sint de asemenea cunoscute. Patrulaterul se poate construi cici

se cunosc .mijloacele laturilor ca si mé&rimile si directiile lor.
410. Sz considerd problema rezolvati. Pe o diagonuali BD se
descrie arcul BAD capabil de unghiul A si in partea opusid, arcul
BCD capabil de unghiul C. Cercul BAD intersecteaza  latu-
rile BC, CD in E si F. Se duce tangenta MAN. Unghiurile MAE
si NAF raspectiv egale cu unghiurile ABE, ADF sint cunoscute.
Se cunosc deci si coardele EF, AE, AF. Constructie: cu ajutorul
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diagonalei BD si unghiului A se construieste cercul BAD, cu
centrul 0. Intf-un punct A’ se duce tangenta MA’'N si apoi se

determind coarda £F cu ajutorul unghiurilor cunoscute MA'E si

NA'F. Pe coarda EF se descrie

arcul de cerc capabil de unghiul

4 y C.'Din A’ ca centru cu lungimea

celei de a doua diagonale ca raza,

\J#? se intersecteaza acest cerc in C'.
<N Patrulaterul invariabil A’EC'F

se roteste in jurul lui O pind cind
i/ C’ ajunge in C pe arcul de cerc
BCD, iar A’ intr-o noud pozitie

\ A. Patrulaterul ciutat este

~Jush ABCD. Cel mult doud solutii.
A 411. Fie ABCD patrulaterul (fig.

A 140). Virful E este situat pe cer-

¢ ¢ cul de diametru m iar virful G

Fig. 140 pe cerculde diametru CD. Dreap-

ta MN care uneste mijloacele ar-

celor AB si CD interioare este o

diagonald a patratului. Ea intersecteazd primul cerc in £ si al
doilea in G. 412. Se va presupune problema rezolvatd. Fie A, B
punctele date, C punctul de contact cu zy, A’ simetricul lui A
in raport cu zy si I punctul unde AB intersecteazd pe zy. Se va
observa cd <t BCA' = & BCA +2<3 ACI= &< BCI+ & CBI =
= 180°—< CIB = unghi cunoscut. Asadar C se afld la intersectia
cu zy a celor doua arce capabile de .180°—<x BIC descrise pe

BA'. 413. Fie M mijloleuii—C; se ridicd in M coarda BMD 1
1 OM. 414. Medianele BB’, CC’ se intersecteazd in G (fig. 141);

i ; e 2
fie Al || CC' care intersecteazd pe BB’ in [;1A = 2GC" = T ',

AN
ANV}

Fig. 141 Fig. 142



BG = GI. Constructie: se ia mediana BB’ pe care se construieste
arcul de cerc capabil de unghiul A, se prelungeste BB cu B'l =

= BB’/3; din I ca centru, cu 3 CC’ ca razd, se descrie un cero

care intersecteazd pe cel dintii in A. Se deduce ugor triunghiul
ABC. 415. Pe mijlocul lui AL se ridici o perpendiculari, care
intersecteazd in D cercul de centru A, cu raza AC si care este inter-
sectat din nou in C de BD. 416. Seiape AB, AC' AC (fig. 142),
din €’ ca centru, cu C'B ca razi, se descrie un cerc; din 4 ca
centru, cu AC ca razi, se descrie un al doilea cerc, care intersec-
teazd pe cel dintii in C. 417. Fie A7 inaltimea (flg. 143); in I se
ridicd perpendiculara zy pe Al Din A ca centru, cu bisectoarea
ca razd, se intersecteazd zy in A’; tot din A cu mediana ca razi
se intersecteazi zy in M, asa ca A’ si fie situat intre I si M.
Simetrica lui A7 in raport cu AA’ intersecteazi perpendiculara
pe zy in M, in punctul O, iar AA’ o intersecteazd in N. Din O
ca centru, cu OA = ON ca razi, se intersecteazd x y in B si C.
418. Fie F, G, H, K, L mijloacele laturilor AB, BC, CD, DE, E4
ale pentagonului cerut (fig. 144), I mijlocul diagonalei AD. FGHI
formeazd un paralelogram care se poate construi. Apoi cu ajutorul
mijloacelor I, L, K se poate consgtrui triunghiul ADE. Se deduc
usor, apoi, punctele B si C. 419. Sa ludm un punct P si sa con-
struim simetricul P, al lui P in raport cu «,, simetricul P, al lui P;

Fig. 143 Fig. 144

in raport cu «, si sd continudm aceastd constructie pind la punctul
P, simetric in raport cu a,. In mod analog plecind de la un punct
Q se ajunge la Q,. Intersectia mediatoarelor segmentelor PP,
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(0, este un virf A. Prin simetrii succesive in raport cu media-
toarele ay,.ay, ..., @, se deduc celelalte virfuri A,, A,, ..., 4,.,,

IX. 42). S2 va aplica fieciruia din triunghiurile formate teo-
rema paralelei la una din laturi. 421. O dreaptd paraleld cu (D).
422. AA’, BB’ se intilnesc in O; OC intersecteazi pe B'C’ in C":
B'C":BC=0B":0B=A'"B":AB = B'C":BC, deci C' si C" se
confunda. 423. Prin M se duce MO’ ||OP, 0’ pe OA este fix, O’
este constant (fig. 145). Locul este un cerc. 424. Se vor aphca

Fig. 145 Fig. 146

cele constatate in problema precedentd. Fie M mijlocul lui BC, O’
pe MO asa ca 00’ = 2MO’. Locul este un cerc de centru 0.
425. Fie E, F mijloacele lui AB, AC, apoi G, H mijloacele lui
AP, AC’ (fig. 146). Centrul O al cercului ABC se afld la inter-

sectia mediatoarelor lui AB AC. Medlatoarea lui AB’ intersec-

teazd pe 0A in O, astfel ca A0":A0 = 3 AB: -;— AB=AB':AB.

La fel mediatoarea lui AC’ intersecteazi . pe OA in 0" asa ci
A07:A0 = AC" : AC. Dar 15 : AB = AC’ :AC, deci O’ si 0" s

confundi. 426. Daci CA:CB = DA:DB = mﬂdtunm 04:0B =
= m2:n% O este situat pe prelungirea lui AB. 427. Simetricul
N’ al lui N fatd de P descrie o paraleld (A) la cele doud drepte
date (fig. 147). Pe dreapla lui M se fixeaza virful compasului in ¢
si cu cercul de razd [ se intersecteazd (A) in doud puncte A, A'.
Se duc apoi prin /> paralelele la O si 0A’. 428. Se va demonstra

c& BF:BC = BG:5D care rezultd din tnunghlurlle ABC si
ABD, in care EF, 'z sint paralele la cite una din laturi. 429. Din

proprietatile bisectoarei se deduce AE:EB = AF:FC." 430. in
triunghiul ABC se duce mediana unui virf si paralelele la ea prin
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celelalte dou# virfuri. Trei solutii. 431. Din paralelismul dreptelor
AC si MM', AB si NN” (fig. 148), deducem .1 M":AB = MC:BC,
AN":AC = BN:BC. Dar MC=BN, deci AV :AB=AN":AC si
dreapta M'N " este paraleld cu BC. Analog, ardtim cd N'M" || BC.

Locul ciutat este mediana laturii BC (G. M. X XIX). 432. Se va
observa cd FE si GE sint bisectoare in triunghiurile £#CD si GCD,

deci FC:FD=GC:GD. 433. AAMP ~ ABMQ, deci  MA:MB =
= AP:BQ; ANAP~ANBQ’, deci NA:NB=AP:B(', de unde

V7 N
D
A A (1)
/v/
g
o M M
Fig. 147 Fig. 148

MA:MB=NA:NB (tig. 149). 434. Paralela prin N la AC inter-
secteazd pe BC in D. DM || AB (teorema lui Thales). Fie E inter-
sectia diagonalelor in paralelogramul ANDM. Locul lui E este o
paraleli (A) la BC (probl. 421). Centrul de greutate G al triun-

Fig. 149 Fig. 150

ghiului PNM este pe PE astfel cd PG:GE = 2. Locul lui G este
o paraleld (A’) la (A), deci la BC (RM.T.III). 435. AC —=a;
BD = b; din triunghiuri asemenea se d:duce OE = ab: (a + b).
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436. Din enunt avem PM:BC=PN:AD, dar PM:BC=AP:AC
si PN:AD=CP:AC. P este mlJIOCUI lui AC. 437. In triunghiul
CEF paralelele la laturi, AB §i AD, ne dau a:CF= EA:EF;
a:EC = AF:EF. Adunind, obtinem relatla din enunt. In cele-

lalte cazuri: a) 1:CF are semnul — b) 1:CE are semnul —
(Concursul de matem. 1951 R. M. F.). 438. Fie ABCD unul din

patrate si M pe BC. Daci segmentele AB si MB sint comensura-
bile, BM:AB este rational, m:n. In patratul AB,C,D, in care
AB, = n-AB, latura BC1 este intersectatd in M,, astfel c&
B,M, = nnBM = m-AB, deci AM trece prin_virful altui pétrat.
Ca acest lucru si nu se intimple trebuie ca BM : AB sa fie iratio-
nal, deci BM si AB incomensurabile. Rationament analog pen-
tru trlunghlunle echilaterale. 439. I fiind punctul de intersectie al
dreptelor BH si AC, avem AG:GH=FD:DH=AC:CI." 440. Se
uneste 4 cu mijlocul A’ al lui BC, AA’ intersecteaza pe OH
in G’ (fig. 150), AAHG' ~ AOG’'A’ si deoarece AH = 2 0A’
(probl. 233), rezultd A'G' = AG AG'[2, adicd G’ este in G, apoi HG =
=2 0G. 41. OH:0G=0'H:0'G = 3. 442. Triunghiul 4,B,C,
este asemenea cu ABC. Izogonalele dreptelor AM, BM, CM se
intilnesc intr-un punct M’ (probl. 586). Perechile de drepte (A M’,

A A,), (BM', B,B,), (CM', C,C,) sint omoloage in cele doua
triunghiuri asemenea. Perechlle de drepte (AM, A.A4,), (BM,
B,B,), (CM, C,C,) sint omoloage in cele doui triunghiuri asemenea.
443. Cele trei triunghiuri din enunt sint asemenea, deci AB:DC =
=BC:DE=AC:CE; apoi < BCD=<XDEF (fig. 151). Daci

Fig. 151

B, D, F sint coliniare, atunci X CBD=<EDF i ABCD ~ ADEF,
de unde BC:DE=CD:EF. Comparind sirurile de rapoarte,
rezultd AB:DC=DC:EF. 444. Fie B', (' picioarele indltimilor

din B, C, iar N, P proiectiile lui M pe AC AB. Deoarece BCB'C"
este 1nscr1pt1b11 rezulti cd L AC'B'= {C§1 AAB'C' ~AABC (au
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si <A comun), deci AB:AB=AC":AC. In baza teoremei lui
Thales avem NB':B'A=MH:HA=PC":C’A. Primul si ultimul
raport de aici, inmultite respectiv cu cele din egalitatea precedenta,
dau NB':1B=PC":AC. 445. Fie O centrul cercului ABC. Se
stie ca0A | B'C’ (probl. 231). Avem X baH=</[C'B'={ HAB'=
=< BAO. Deci abJ] AB (GM. XII). 446. Din aseménarea triun-
ghiurilor AB’A’, A’C'C (fig. 152), pe de o parte, si a triunghiurilor
AA'C, ABC, pe de altd parte, deducem A'BA'C'=A4A4":4C =
= AB:AC (G.M. X). 447. Patrulaterele DA"BC", DA"CB”,
ABA'B’, ACA'C’ (fig. 153) sint inscriptibile. Deci X DA"B"=

A
C
\
\\ a’
L‘ b
\
VRN
1
A g
c !
A\
’ \ {
’4 5 A d -47 [A
Fig. 153 Fig. 154

=X DCB"=JC'CA=C'A’A5i¥X DA"C"=S DBC"=Y B'BA=
= B'A’A.Dar X DA"C"+<XDA"B"={ B"A"C",jarx B'A’"A+
+XC'A' A=Y B'A'C'. Deci X B"A"C"=J B'C’'A’. 448. Fie A4,
B,, C; punctele ce impart in raportul k laturile triunghiului 4 BC
dar in sens contrar pugctelor A’, B’, C’ (fig. 154). Se observi
cd B'A, || AB si C'A, || AC. Deci a’ se afla la mijlocul lui A4,;
b, ¢, a’ sint in linie dreaptd. Pentru a ardta cd triunghiurile ABC,
A'B'C’" au acelasi punct de intilnire a medianelor, se noteazd
cu G intersectia dreptelor 4a’, Bb si deoarece BA'= CA, =
=2a'b, vom aveasiGA'=2Ga’siGB=2Gb. 449. Avem A’"A=«-A"4;;
A'A; = A, A : . Din A'A; = A4+ 4,4, A’'B=A,B—A4,4" se
deduce A;A:A;B=aof: (a+p+1) si din relatiile analoge dedu-
cem AjA:AB = B,B:B,C = C,C:C,A. Se aplici apoi probema
precedentd (G.M. XXVIII). 450. Si presupunem punctele a, b, ¢
oarecare si fie G, G', G”, G"' centrele de greutate ale triunghiuri-
lor ABC, aBC, abC, abc, iar A’, B’, C' mijloacele laturilor lui

ABC. Punctele G, G’ divid medianele AA4’, a4’ in acelasi raport
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2:1. Deci GG’ || Aa si Aa = 3GG’. Se deduce deci G” din G con-
struind linia frintda GG'G"G ", ale cirei laturi sint paralele cu Aa,
Bb, Cc si egale cu a treia parte a lor. Punctele G si G" vor
coincide cind Aa, Bb, Cc vor fi egale si deci paralele cu laturile

unui aceluiasi tnunghl In cazul problemei, Ac, Ba, Cb indepli-
nesc condipia cerutd si triunghiurile ABC, abc au acel_a§i centru de
greutate. 451. Fie M, N, P mijloacele laturilor BC, CA, AB
(fig. 155); ay, B,, v, punctele unde aceleasi laturi sint intersectate

de AMz BM,, C M,, G fiind centrul de greutate. Fie G’ punetul unde
A4, intersecteazd mediana BN. Avem A,V = E%—C: —;— B4,

deoarece prin enunt B4, = «,C. Din triunghiurile asemenea A,NG"
i A, BG' rezulti G'N = — G'B, deci G’ se confundi cu G. La fel se

DN | =

aratd cid B;B,, C,C, trec prin G. Apoi GA, :GA,=GB, :GB,=2
deci 4,B; || 4,B,. Analog pentru celelalte laturi; triunghiurile sint
omotetice, cu centrul de omotetie G (G.M. LIV). 452. Fie 4, B punc-
tele date, & raportul constant. Ludm intre A si B un punct C,

asaca CA:CB =k, apoi pe prelungifea lui BC un punct O asa

Fig. 155"

ca OC:OB = k. Locul ciutat este cercul desecris din O ca centru
cu OC ca razi. Fie P un punct pe acest cerc, Q punctul unde OP
intersecteazi cercul descris din O cu raza OB. Se va observa ¢&
OC :0B=CA:CB = (0C — CA) : (OB—CB) = 40:0C= k, deci
OA:0C=0C:0B=0F:00Q;PA|QC-PA: PB—= PA: QC-— k.
453. Metoda intersectiei locurilor geometrice. Pe baza BC se de-
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scrie arcul capabil de unghiul dat (fig. 156, a). Intersectia acestuia
.cu locul punctelor M asa ca MB : MC = raportul dat, di al treilea
virf. Alifel: se construieste unghiul A si, pe laturi, AB,, AC, in
raportul dat (fig. 156, b) BC|| B,C,, deci ii cunoastem directia. Fie
M pe AB;;se ia MN = BC dat si MN | /5,(";, apoi se transla-
teazi MN pind cind N ajunge in C pe AC,. 454. Se poate cunoaste

Fig. 156

piciorul M al bisectoarei; deci virful este la intersectia cercului
descris din M ca centru cu bisectoarea ca raz, cu locul punctelor

pentru care raportul distantelor la extremitatile bazei este dat.
455. Se construieste un triunghi oarecare ADE care si satisfaca
primele doud conditii. Pe bisectoarea unghiului DAE se ia A4’ si
prin A se duce BC || DE. 456. Se prelungeste AG cu GM = AG/2.
Paralela la AH, dusd prin M, intersecteazi pe HG in 0. Din O,
.cu OA ca razi, se descrie un cerc care intersecteazi perpendiculara
in M pe OM in B si C (G. M. 1V). 457. Pentru ci AM:MB =2k,
rezultd ci locul lui M este un cerc (O) descris pe PQ ca diame-
tru, P si C fiind punctele ce divid pe AB in raportul 2k (fig.'157).
Locul lui C este un cerc (0'), omotetic cu (0), centrul de omotetie
fiind in B, iar raportul de omotetie 2. Intersectia cercului (0') cu
cercul de centru A si razi AC este punctul C. 458. Se constru-
ieste unghiul A, pe laturile cdruia se iau AB,, AC,, asa ca
AB:AC, = k. Se uneste A cu mijlocul lui B,C; si pe aceastd

219



dreaptd se ia AM dat, apoi se duce BC || B,C,. 459. Se iau punc-
tele D si D’ care impart pe BC in raportul & si se construieste
cercul (0) cu diametrul DD’. a) Daca indltimea datd este AA’,
atunci paralela la BC la distanta AA’ intersecteazd cercul () in
doua puncte 4, A,. Triunghiurile sint A BC, A,BC,dacid A4’ <DD’[2,
Putem avea doud solutii, una sau nici una. b) Daci se d& BF’,

se construieste triunghiul dreptunghic BCB’; CB’ intersecteazd
cercul (w) in doud puncte A, A,. Discutia dupd cum C este interior

sau exterior cercului (w). 460. Se construieste pe PQ ca bazi un
triunghi A’ PQ asemenea cu cel dat. Dreptele A'P, A ‘¢ intilnesc pe

‘RSin B'si C'. Se ia pe AB un punct D, asaca AD : DB=A'"P:PB’

Fig. 158 Fig. 159

etc. 461. Fie ABCD paralelogramul cerut, M si N mijloacele latu-
rilor BC si CD. Prin C se duce o paraleld la BD care intersec-
teaza pe AM si AN in M’ si N'. In triunghiul AM'N’ se cunoaste
AT, AN si AC : TN =_‘;’_Ac BD (probl. 457) (G.M. XII).

462. Fie AB’C’ 0 a doua pozitie a triunghiului. AABB ~AACE"
(fig. 158). Se va deduce ci C’C face cu (D) un unghi egal cu st BAC.
Daci se ia o a treia pozitie AB”"C” si se demonstreazd acelasi
lucru pentru C”C, rezultd cd C, C’, C" sint coliniare. Locul este o
dreapta. 463. Fie O punctul comun lui (D) si (D,), ABC o pozitie,
A'B'C’ altd pozitie a_triunghiului (fig. 159) Avem A'B': AB =
= B'C':BC =0B :0B, deci AOAB ~AOA'B’ si X AOB =
— & A'OB’; 0, A, A’ sint coliniare. Locul este o dreaptd ce trece
prin 0. 464. Fie ABC triunghiul format de cele trei drepte, M
variabil pe BC si N, P proiectiile lui M pe AC si AB, jar O
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mijlocul.lui NP (fig. 160). Patrulaterul ANMP este inscriptibil.

Deci dacd A’ este proiectia lui A- pe BC, patrulaterul ANA'P este
si el inscriptibil si deci triunghiul A’NP sau triunghiul A’'PO
rdmine asemenea cu el insugi. Aplicind problema 462, deducem ca
iocul lui O este o dreaptd (G.M. XI). 465. Raportul distantelor de
Ja un punct P al medianei, la laturi, este egal cu raportul distan-

telor de la M la laturi. Se duc prin M perpendiculare pe AB si
AC, apoi paralele la a..eleagl laturi §i se formeazd triunghiuri
dreptunghice asemenea. Se ia apoi pe AB segmentul AC' = AC

Fig. 160 Iig. 161

sipe AC, AB" = AB. Simediana lui ABC este mediani in AB'C’.
466. Se ia B, mobil pe Or, pe AB; se construieste un triunghi
asemenea cu 4'B’C’, virful al treilea C, al acestui triunghi descrie
o dreaptd carc intilneste pe Oy in C. AABC ~ AA'B'C’ are
virful pe Ox. 467. Se uneste A cu un punct M mobil pe Oz, se ia
pe AM un punct N asa ca d M : AN = k. Locul lui N este o para-
lela la Oz, care intersecteazd pe Oy in C. 468. Fie Oy intre Oz
si 0z (flg 161). Se ia un punct M pe Oy si se duc paralele la Oz
§1 Oz pind | mtersecteaza pe O: si Oz in Q si P. In paralelogramul
O0QMP, PQ este impdrtitd in doud parti egale de Oy. Se duce prin
A o paraleli la PQ. 469. Fie E fix pe Oz si M mobil pe pe Oy
(fig. 162) ; se ia in prelungirea lui £ un punct IV asa caEM: MN =
= m:n. Locul lui .V este o dreaptd care intersecteazi pe O: in
F. Se duce prin A o paralela la EF. Metoda se poate folosi si
la problema precedentd. 470. Se -duce DG || AC, G fiind pe BC
Avem DF:FE =GC:CE =GC:AD = BC : BA. 471. Fie M si N
punctele care impart in raportul dat segmentele Ale si BZC1 Se
va observa ci BN 4 AM si CN % DM, deci AB % MN # DC
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(G.M.XIII). Se va observa c& M, M,, N si P, P,, Q (fig. 163)
sint coliniare (probl. 448). 473. Se va arita cd perechile de triun-
ghiuri (4 BC, A’BB’), (CDA, C'DD’) sint asemenea si se va deduce
-cd dreptele A'B’, C'D’ sint paralele. Analog se va ardta ci dreptele

B'C’, D'A’ sint paralele (G.M. XXXIII). 474. Fie 4,, B,, ;, D,
punctele care impart laturile AB, BC, CD, D4 in raportul m: n.
Se duce B;A’|| AC, A’ fiind pe AB. Vom avea B,A’ = mAC : (m-+n)

Fig. 162 Fig. 163

si D;A’ = nBD : (m+n). Deci A’ este determinat (G.M. XXI).
475. Fie N punctul unde AF intilneste pe DE. Din ADNF ~
~ ACMF si AENF ~ ABMF se scoate BM : MC=EN : DN ; din
AADN~ AABM si AAEN ~ AACM se scoate BM: MC=DN .E

deci M este mijlocul lui BC. 476. Fie a, b, ¢ laturile necunoscute
Avem aa = bB = cy. Se ia un punct 4 si un cerc (0) (fig 164). Se
duc prin A treisegmente A M, AN, AP, respectiv egale cu o, B, v.




Celelalte segmente, AC;, AA,, AB, vor fi proportionale cu laturile
a, b, c. Constructia ca in figurd, ABC este triunghiul cdutat.
477. Fie A,, B, E, FF, C,, D, proiectiile punctului / pe laturile
AD, BC, CD, AB si diagonalele AC, BD. Punctele 4,, C;, E se
afla pe draapta lul Simson a punctului M in raport cu triunghiul
ACD, iar punctele C;, D,, E se afla pe dreapta lui Simson a lui M
in raport cu triunghiul BCD. Punctele M, F, F sint coliniare.

Cercul de diametru A M trece prin punctele .1,, F, C, iar cercul
de diametru BM trece prin punctele By, F, D,. In aceste doui
cercuri avem EC, FAI__EF EM si ED,-EB,=EF-EM. Deci

EC,-EA,=ED, EB si punctele A,, By, C;, D; sint conciclice
(G.M. XXXI). 478. a) Fie FE intersectia diagonalelor. Avem
AEAB ~ AECD si AEAD ~ AEBC, de unde deducem a:a’ =

= EA:EDsib:b = EA:EB. Rapoartele fiind egale, EB = ED.
b) In acest caz a: ¢’ = 2R: R42 = ¥2. Deducem EB : EC = V2 si
EC :ED = 2,deci EB= 2 EC:ED = ECJJ2, din care rezulta
EB=2ED (RM. T. III). 479. Fie BC si AD bazele trapezului.

Avem EO: AD=BE : BAs1E0 AD- —BEIafe10F~ AD. CF

Deoarece BE : BA=CF:CD, re-
zultd OE=O0F. 480. Fie H proiec-
tia lui O pe MN (fig. 163). 0 si A
fiind fixe, locul lui H este cercul
de diametru OA. Locul cerut este
simetricul acestuia in raport cu 0.
481. Si dam triunghiului ABC o
miscare de translatie de marime
Aa, in directia Aa, pind ce 4 vine
in a (fig. 166). Triunghiul A BC
devine e B,C, (omotetice intre ele).
Fie &' si ¢’ intersectiile cu «Cy,
aB, ale perpendicularelor din b si
c pe AC si AB, iar P intersectia
Jor. Patrulaterele inscriptibile
Blbcc Cibcd’  dau  ab-ac=

= ac’ - aB, si ab ac—ab -aC,, de Fig. 166

unde aC, -ab’ _aB - ac’ si deci pa-

trulaterul B,C;b’c’ este inscriptibil. Cum b'c’aP este si el inscripti-
bil, rezultd cé Pa_l_ B,C, si deci Pa_| BC. Punctul P este ortopolul
dreptei (A) in raport cu triunghiul 4 BC (probl. 280). Demonstratia
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de mai sus se aplici cuvint cu cuvint pentru cazul izopolului
(probl. 281). 482. Se duc perpendicularele din A;, A4,, A; pe (A).
Dintr-un punct M luat pe perpendiculara in A4, se duc paralelele
MN si MP, la AB si AC, N si P fiind pe perpendicularele
in A, si A; pe (A). Potrivit teoremei ortopolului (probl. 481),
aplicatd dreptei (A) fatd de triunghiul MNP, se vede c& NP tre-
buie s& fie paraleld cu BC. Cum AMNP ~ AABC trebuie ca
MN :4B = NP: BC = PM: CA sau notind cu a, b ¢, proiectiile
punctelor 4, B, C pe (A), b : 2A:,_czzz A;A 1—ab 4,A4,, conditie
necesard §i suficientd. 483. Fie B si y punctele in care pr01ectan-
tele Bb si Cc intilnesc latura B’C”, iar « punctul de intilnire al
dreptelor Aa, si BC (fig. 167). Avem Py = BC. Rimine si
dovedim ci BC’ = v B, pentru ca sd avem BC=B'C". Triunghiu-
rile bBC”, ycB’ sint respectiv asemenea cu triunghiurile A«C,
BAg. Deci BC' Rh=uC : Ax Lo si yB v¢ = «B : Aa. Dar aB:aC=
=ab:ac = Bb:yc si deci yB' = BC’ (G.M.XX). 484. Se duce
prin B o dreapta arbitrara (fig. 168) care intilneste pe CM in
E, pe AM in F. CF intersecteazi pe AE in N. NM este para-
lela cerutd. 485. Se iau punctele 4, B pe (D) (fig. 169); AM, BM
intilnesc pe (D) in E si F. BE si "AF se intersecteazd in 0 Mo
intilneste pe (D) si (D") in G si H.
AH si GF se intilnesc in N.
MN este paralela cerutd, cdci

NF: NG = HF: AG = HF:GB =

Fig. 168

— MF : MB. 486. Diagonalele AC, BD se intilnesc in O. Dreptele

AD, BC intilnesc dreapta datd (A) in @ si b, iar paralela la AD
dusa cu rigla prin O (probl. 485) intersecteazd pe (A) in c;

ac = cb. Deci se poate duce prin punctul dat, numai cu rigla, o
paraleld la (A) (probl. 48%). 487. Printr-un punct oarecare M se
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duce n paraleld la AB si se ia un punct N pe ea. Se poate gisj
mijlocul P al lui MN. AM si BP se intersecteazi in O, iar ON

intersecteazd pe AB in punctul cdutat C. 488. Presupunem cid M
nu se afld pe dreapta. Se pot duce numai cu rigla dreptele M.V A B,
MP| AC, N si P fiind pe (A), apoi .NQ| BD; PIR| AD.
NQ si PR se intilnesc in O; MO este perpendiculara ciutata,
cici in triunghiul MNP, NQ, PR sint doud indltimi, JO este

/ M

6’ (0) 8
Fig. 169 Fig. 170

& treia. Dacd M este pe (A) se va duce o paraleld oarecare la (A)
si apoi din M o perpendiculard pe ea. 489. Se construieste pe PO
punctul P’; asa ca PO = OP’. Din P’ se duce o perpendiculara

pe Pzx; piciorul Q al acestei perpendiculare este punctul cidutat.
490. Fie G punctul de intilnire al medianelor, H al inaltimilor triun-

ghiului ABC, iar A’, B’, C' mijloacele laturilor (fig. 170). B'C’
intersecteazd iniltimea AA,, in D, iar DG intersecteaza pe BC
in E. Dreapta ce uneste pe 4’ cu F, intersectia lui B'C' cu AE,
este perpendiculard pe B'C’, cici BE = CA,. Centrul cercului
ABC este intersectia lui HG cu A'F (GM IX). 491. Prin a, b
se duc paralele Ia Oy (probl. 486) si prin a’, b’ se duc paralelele
la Oz, ~e formeazd rombul «fy3. Paralelele duse prin O la diago-
nalele rombului sint bisectoarcle unghiului 20y (probl. 484%).
(G.M.XVII). 492. Fie A" diametral opus lui 4. Se va observa ci
AAA'C ~AABA". 493. Se va aplica problema precedentd iriun-
ghiurilor PBC, PCA, PAB. 494. Pe prelungirea lui BC se ia BB'=
= BA, CC’ = CA, iar prin B’ 5i C’se duc_paralelele la BA si
CA, caré se intilnesc in A’ e bisectoarea DA. Se observi ci 4
 este centrul cercului Inseris in triunghiul A’B’C’. A’ este intersec-
tia lui DA cu cercul descris pe DD’ ca diametru, D’ fiind conju-
gatul armonic al lui D in raport cu B'C (G.M. VIII). 495. [Fie
o centrul cercului celor noud puncte, O centrul cercului circum-
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scris, E, F mijloacele coardei si arcului BC; A liind bisectoarea
unghiului OAH, triunchiul OAH este isoscel, H fiind punctul de
irlltilnire al inidltimilor A4’, BB’, CC’. Rezultd cid 20F = OF si
deci <A = 60°. Se mai stie ca 24B = AC, si 24C"' = AB,
(probl. 243). Constructia rezulta de la sine. 496. Fie A BCD patratul
cdutat si A punctul dat (fig. 171). Cazul I. Virfurile B, D se
gisesc pe doud cercuri (0) si (0’). In 4 se ridicd o perpendiculard
Aw pe OA, pe care se ia Ao = AO. Se observd ci Do =08 etc.
Cazul II. BsiC se gisesc pe doud cercuri (0), (0”). In O se ridica
o perpendiculard pe OA, pe care se ia Ow’ = OA. Se va observa
cd triunghiurile OA B, o’'AC sint asemenea si raportul de asema-
nare este constant. Problema poate fi privitd si astfel: Cazul I.
B vine in D dupa o rotatie de 90°, deci se roteste cercul (0) de 90°
pind vine in (w) §i intersecteazd pe (0') in D, D’ (doud solutii).
Cazul II. Se roteste cercul (0) de 45° pind vine in (0,) , apoi se
transformd prin asemidnare pini vine in (o); Aw’: A0; = V2
(G.M.VIII). 497. Fie M si N intersectiile paralelei duse prin P
la DE, cu OA si BO, iar G si I simetricele lui £ si N in raport
cu OP. Se va observa ¢cd DP| MI si apoi cd NL| PE, L fiind
simetricul lui M in raport cu PO (G.M. XV). Alid solutie. Fie H
intersectia lui OP cu DE si Q intersectia lui PD cu paralela dusa
Y/

Fig. 171

prin N la OA. PH este bisectoare in triunghiul PDE, deci

{1—E-=E;insé HE = PN = PO . Rezultd PE = PQ. Se constru-
) HD MP PD
ieste deci triunghiul isoscel PEQ cu virful P dat,baza EQ| OP avind

extremitdtile pe OB, NQ (problema 318). 498. Centrul exterior de
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asemdnare este confundat in punctul de contact, centrul interior
este situat intre centrele cercurilor. 499. AB, A’'B’ se intilnesc
in M (fig. 172); patrulaterele OMAA, O/ BB’ sint inscriptibile.
De aici rezultd constructia. Alifel: AA’, /B’ se intilnesc in N;
patrulaterele ONA'B’, ONAB sint inscriptibile. 500. AAID ~
~ ABIC, deci AD :BC=Dl :[B=AE : I.B. Rezulti ca triun-
ghiurile dreptunghice AED si EBC sint asemenea, deci au unghiu-
rile corespunzdtoare egale. Dar X ADE = <. DEI si < BCE =
= X CEI, prin urmare, EI este bisectoare (v. si probl. 329). 501.
Fie patrulaterul ABCD, iar O punctul dublu (probl. 499) al
figurilor asemenea care au pere-
chile de puncte (4, D) si (B, C)

Fig. 173

ca puncte omoloage. Avem AAOB ~ ADOC si se deduce
AAOD~A BOC. DeciO este de asemenea polul dublu al figuri-
lor asemenea care au ca puncte omoloage grupurile (4, B ) si(C, D)
si in mod analog O este polul dublu al figurilor asemenea ce au
pe (4, C) si (B, D) ca puncte omoloage. 802. Se considerd doud
din cercuri (0) si (0') (fig. 173), punctele de contact M, M’ si
diametralele lor opuse /V, N’ care sint si ele puncte de contact.
ANAOM~AAO'M’, deci A, M, M’ sint coliniare; A, N, N’, de ase-
menea. Locul se compune din doud drepte perpendiculare ce trec
prin A. Alifel. Tangenta in M la cercul O intersecteazd pe zy in

P; patrulaterul O M PA este inscriptibil, deci XOA M= —;- XAPM=

= const. De asemenea OAN. 503. Locul se compune din patru
drepte care trec prin O. 504. Fie H' ortocentrul lui AB’C’, O
centrul cercului circumscris lui ABC, M mijlocul laturii BC.
Avem AH' : AH = AB’: AB = const. Dar AH=20M, deci AH'=
= const si OH' = OA — AH' = const. Un cerc concentric cu
cercul circumscris (G.M. XX). 505. In triunghiul BCD, CA si
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DM sint mediane, deci CN = %E‘Téf Locul lui N este un cerc

(fig. 174). Alifel. Locul lui D este un cerc cu centrul C. In triun-

ghiul BCD, CA, DM sint mediane, deci MN = MD/3 Locul lui
N este un cerc. 506. Presupunem cd D’ este intersectia lui PQ cu
paralela prin E la FD (fig. 175). Triunghiurile isoscele DBF si

CBP au bazele paralele, deci FP=DC = CE. Analog B BD =
=QE = BF. Avem FD: PC=BD : BC=QE : QC=ED’ : PC Pri-
mul si ultimul raport dau DF= ED’. Prin enunt FD=ED,, deci
ED'—=ED, si avind aceeasi directie, D’ se confundi cu D, (G.M.
XXX). 507. Fie A’B’ o a doua pozitie a dreptei. 04: 0B=0.1"

:0B =k, deci A’B’|| AB. 508. Fie M’ pozitia lui M cind dreapta
vine in A'B’. MM’ trece prin O. Locul este 0 dreaptd ce trece

prin0. 509. Fie M pe AB asaca MA: MB=IA":IB = (f1g 176).
Se duce MP| BB'; B'P|BM; A'Q|AM; MQ| AA’. Avem

MA: MB =0A4": PB' =T4": IB' deci P, I, Q sint [coliniare.

Dreptel(, MP, MQ sint fixe, MQ: MP =AA’: BB'= k, deci PQ
ramine paralela cu o directie fixd, iar / descrie o dreapta care
trece prin M. 510. Paralelele duse prin A la Oz si prin B la Oy se

intersecteazi pe bisectoare in E (fig. 177). Avem MA: MP =
= ME: MO=DMB: MQ, deci PQ| AB. Fie (A) o dreaptd care
trece prin O si M pe aceastd dreaptd. Ca proprietalea s& se men-
tind trebuie ca raportul distantelor lui A si B, respectiv la Ox
§i Oy, sa fie egal cu raportul distantelor lui M la Oz si Oy, acesta
din urm4 fiind constant. 511. Se duce BE|| M N, intilnind pe AP
in E (fig. 178); DE intersecteazi pe MN in F. Se va observa cj,
DE ||'AC, deci EFNB este un trapez isoscel si prin urmare puric-
tele B, L, E, P, F, N sint toate pe un cerc. De aici rezulti ci
ADFL~ADBE deci DL: DF=DE: DB ap01 DB:DX=DE:DF
si inmultind, parte cu parte, DL:DX = DE?: DB*=const. 512.
CA,=CB,, deci A,B, | CC,. Unghiul ficut de 4,B, cu CC, are ca
maisura (arc CB, 4 arc 'A,B-+arc BCI)/2_18O°/2 90°. Rezultd
A, B\ || AyB,. Triunghiurile A,B,C; si 4,B,C, sint omotetice si deci
AA,. B|B,, C,C, sint concurente in centrul de omotetie, Cercurile
A,B,C, si A,B,C, au evident acelasi centru de omotetie «; acesta
se afld, deci, pe dreapta OI astfel ca wl: wO=r:R (R.M.T.).
513. Se va observa ci pe lingd relatia datd existd i relatia DG
*DE = AI: AF. 514. Paralela prin P la BK intersecteazi p. 4B
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Fig. 176 Fig. 177

Fig. 178



in Q (fig. 179), astfel incit KA: KP = BA: BQ = m, deci Q
este fix. Apoi LM: LP = LB: LQ = const, deci M descrie un cerc
cu centrul pe OL (probl. 421) (R.M.T. IV). 515. Se va observa
cd AONP~ AO'N'P, deci PO: PO’ = R: R’ (fig. 180). Rezultd
ci P este intersectia cercului (C”) cu cercul descris pe S8’ ca dia-

Fig. 179 Fig. 180

metru, § si §’ fiind centrele de aseminare ale celor doud cercuri
date (G.M.XIII). 516. Ducem prin F paralela la EB, care inter-
secteazd pe (A) in L (fig. 181). Fie I intersectia lui EF cu (A) si
P un punct pe (A) de partea opusd lui A fati de B. Avem < EBP=
= XEDB=YADF=FAL,dar X EBP=<FLA, deci triunghiul
FAL este isoscel. Rezultd, deoarece FL| EB, [F: I[E=FL: EB=

— FA: EB. Dar AAOF ~ ABO,E ca avind unghiurile de
la bazi complementare cu X FAL gi <X EBM, deci FA: EB=0A:
:0,B. Se deduce IF: [JE=0A: 0,B. Fie K intersectia lui FG ¢u
(A)si K’ alu1 EH cu (A). Avem PG: TF = PK: IK si PH: IE =
= PK': IK. Deoarece PG=0A, PH= 0,B, primele doui rapoarte

[
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sint egale, deci /’i{= PK’ (G.M.XXX). 517. Se duce 'BN| SH
care intersecteazd pe SA in N, SM| AB care intersecteazi pe
BC in M si pe BN in L (fig. 182). Paralela la SH dusd prin P
intersecteazi pe MN in Q, cici PR: RQ= BL: LN="SA : SN =
= HA : HB. Din AMDS ~ AADB si ADBN ~ ADCS se va
deduce ci MN || AC. Deoarece QM : QN -= MP : PB=3SB:
: BB, rezultd ci Q imparte pe MN (deci QU pe AC) intr-un raport

Fig. 182

independent de H si BC. 518. N este fix, M mobil pe SM, Q
descrie o paraleld la AB care intersecteazd pe SN in T asa cd
ST : TN =SB’ : B'B. 519. M este fix, N mobil pe”SA. Q descrie
o paraleld la SA, care intersecteazi pe MD in U asa cid MU :
: UD=8B" : B'B. 520. M, N fixe; Q descriec MN| AC. 521. Se
duce in P o perpendicularid pe OP, care intersecteazi diametrul
perpendicular pe 4B in C. Avem AOPC ~ AOMN; OP: MN =
=0C :0OM = k, deci C este fix. Locul este un cerc descris pe OC
ca diametru. 522. Se va observa ci CF:FB = k- AC: AB, deci
punctul F este determinat pe BC. Alifel. Din enunt rezultd ci
DE are directie fixd. Se duce D'E’ astfel ca AD’ : AE' = ksifie M
mijlocul lui D'E’. AM taie pe BC in F. 523. Avem CM:CA =
— MP:AB si AM : AC = MQ : CD. Se aduni parte cu parte.
524. Avem HO : IN = AH : AI; HO :IM = HB : 1B (fig. 183).
Adunim, tinind seama ci AI=1IB si AH-+HB=2]4 (G.M.XXVI).
525. EO : BC = AE : AB; EO : AD = EB : BA. Adunind parte
cu parte si inmultind cu 2, se obtine relatia cerutd. 526. Notim
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A0 =a; OB=0b; OC =c; OD = d (fig. 184). Paralelele prin
A si D la EF intersecteazd respectiv pe BD si AC in G si H.

Din triunghiul BAG si paralela EO, deducem i‘_g =3 _?_ i iar din
ACHD siparalela OF,—F;2= ¢ » de unde -— = c(b-—i—a){)_i{_
DH c¢+d OF b(d+c) AG
Dar DH : AG = 0D :0G = d : a, deci O_F — cd + a) care se
Of ab(d + ¢)

poate scrie sub forma din enunt. 527. Se descrie pe 4,C, un arc
capabil de unghiul B, pe A, B, un arc capabil de unghiul C. Va tre-
bui sa se duca o dreaptd B“A,C ", marginita la cele doud segmente,
asaca B"4,: A,C" = DA’ : A’C. Pentru aceasta se uneste A, cu
un punct 4/ mobil pe primul segment si pe prelungirea lui MA; seia
AN = A4,M- BA” : A’C. Locul lui NV este un cerc care intersecteaz
cercul al doilea in C”; prelungirea lui C”A4; ne di pe primul arc
pe B”. B"C,si C"B, se intersecteazi in A ". Luind pe AC un punct
B’',asacaCB' : B'A =C"B,: BjA"sipe AB un punct C’, asa ca
AC':C'B=A"C,:C,B”, obtinem triunghiul ciutat A’'B'C’.
Altfel. Fie B” un punct pe AC si AA'B"C" ~ ANA,B,C,. Cind B”
descrie dreapta AC, C” descrie o dreaptd (A) (probl. 462) care inter-

A A 7 8

Fig. 183 Fig. 184

secteazd pe AB in C’, virful triunghiului cdutat. 528. Se duc;a
in trlunghxul ABC paralela n'p’ la latura np. Din punctele de
intilnire n’si p’ cu CA, AB se duc paralele respectlv cu mp, mn,
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care se intilnesc in m’. Dreapta Am’ intilneste pe” BC in M, unul
din virfurile triunghiului MNP ciutat. 529. Se intrebuinteazi
metoda inversi. Se pleaci de la patrulaterul A’B'C’D’ si i se cir-
cumscrie un patrulater 4,B,C,D, asemenea cu ABCD. Se constru-
ieste mai intii AA,B,D;~AABD. 530. Se construieste pe AD, in
afard, AADE~AABC. Triunghiul CDE se poate construi, cici
cunoastem CD, DE = BC- AD:AB=BC : k si X CDE = «. Pe de
altd parte, din AC : AD = k' si AC : AE = AB : AD = Fk, se vede
cd A se giseste la intersectia a doud cercuri care se pot construi.
In sfirgit, in triunghiul A BC cunoastem AC, BC si < B = a—< D.
531. Rezultd din AA'C'C~AAC'D', NA'B'B~AB'AD' si BA'=
= {’C. 532. BF si DE se intersecteaza in J, DE si FH in K;

prin J se duce o paralela la AD care intersecteazi pe FH in L,
pe CD in M si pe AB in N.

Avem CG : CM = BE : BN=
=FK : FL = DK : DJ =
= ML :MJ]=1G: 1./. 533.
Se duc prin B, D paralele
la AD st AB care se intilnesc
in G (fig. 185). EH| AD;
FH||AB. DG inlersecteaza
pe £H in I, BG pe I'H in
K. Dupd problama prece-
dentda, C, G, H sint colini-
are, mijloacele segmentelor
AC, 1G, AH sint deci coli-
niare. Mijlocul lui AG este
si al lui BD, mijlocul lui
Tt este si al-lui EF. 534 Tig. 185

Fie hexagonul ABCDEF si

H, I, K respectiv intersectiile perechilor de drepte (4B, DE); (BC,
EFy; (CD, FA) (fig. 186). Si presupunem ca dreptele A/, AH,
DI, DH sint fixe si consideram cun cerc variabil trecind prin 4 si
D. Punctele de intersectie B, C, E, F ale acestui cerc cu drepte.e
fixe se miscd pe aceste drepte. Dreptele BE, EF, BC pistreazi
directii fixe. Triunghiurile BEK si CFK au laturile de directii
fixe. Locul punctului K este pe de o parte o dreapté care trece prin
1 i, pe de altd parte, o dreaptd care trece prin H, deci este dreapta
AH. 535. Fie O intersectia dreptelor AC si HF, iar O’ intersectia
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dreptelor AC si EG (fig. 187). Triunghiurile AOH, CFO au doud
unghiuri egale s1 doud unghiuri suplimentare. I Deci AH: CF =
— 4O : CO. Analog obtinem AE : (G = A0 : CO'. Dar AH = AE
si CF = CG. Deci O si O’ se confundd. 536. Fie E intersectia latu-
rilor AB, CD; F intersectia laturilor BC, AD; M, N mijloacele
diagonalelor AC, BD. Bisectoarea unghiului E intilneste laturile-
BC,; AD in G, H, iar bisectoarea unghiului F intilnegte laturile

Fig. 186 Fig. 187

CD, ABin I si J. Figura CHIJ este un romb. Bisectoarea FJ d&
AJ : BJ = AF : BF; iar triunghiurile asemenea AFC, BFD dau
AF : BF = AC : BD, deci AJ : BJ = AC: CD. Analog | bisectoa-
rea EH si triunghiurile asemenea AEC, DEB sau AH : DH = AE:
: DE = AC : BD. Rezultici AJ : BJ=AH: DH sideci HJ||BD,
Analog HI || AC. Dreapta BM intilneste pe GJ in mijlocul siu K,
iar DM intilneste pe 7H in mijlocul siu L. Dreapta LK trece deci
prin punctul O, centrul rombului, in care se intilnesc cele doui
bisectoare. Cum LK| BD, punctul O apartine medianei MN a
triunghiului BA!D. 537. Se va observa cé triunghiurile AOC, BOD
sint egale, deci O4 = OB si OC = OD. Se va observa apoi ci
L 0AB=-.01B=180°—<0ID=<0CD. Deci triunghiurile OMA
si ONC sint asemenza. 538. Se va observa cé triunghiurile MAC’,
MBA’ si MCB’ sint asemenca, deci <t MAB =< MBC =< MCA,
Se deduce cii M se afli la intersectia cercului dus prin 4 si tangent
la BC in B, cu cercul dus prin B si tangent la CA in C. 539. Se
va presupune problema rezolvati. Se duce PR| AC; CR| PQ-
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(fig. 188). BR intersecteazd pe AC in S. Se duce ST'|| PQ care inter-
secteazd pe BC in 7. Avem BP = PR, deci BA = AS. Apoi din

BR: BS =

=l
i
3
I

N
N
(A

sidin CR = PR se deduce AS =

Fig. 188

= ST. In sfirsit, se observi cd CP||TA. De aici rezulti constructia.
$40. Fie A’B’C’ un triunghi care are B’ pe (D,), C’ pe (D,) si directia
laturii B'C’ fixd (fig. 189). Daci triunghiul se deplaseazd rdminind

asemenea cu el insusi,
A’ descrie o dreaptd ce
trece prin O, intersectia
lui (D) cu (D,) (probl
463). Pentru ca A'B'C’
si fie asemenea cu tri-

unghiul cerut ABC, tre- 7 =X -
buie ca A’ si se afle pe R
dreapta OA. De aici re- Fig. 189

zultd constructia: ducem
B’C’' paraleld cu directia datd, B’ pe (D,) si C' pe (D,), apoi
construim arcele de cerc capabile de unghiul dat A4; acestea
intersecteazd OA in A’ si A”. Se duce AB||A’'B’ si AC||A'C'.
Triunghiul ABC este o solutie. A doua solutle AB.C, se
obtine ducind AB,||A"B’; AC, | A *¢’. In cazul cind (D,) si
(D,) sint paralele, locul lui A’ este o paraleli la (D) si (Dy), iar
triunghiurile ABC si AB,C, au laturile ce trec prin A in prelun-
gire (R.M.F. III).

X. 541. Din ABMP ~ AQNC. 542. Din ABEF ~ ABCD,
E intersectia lui BD cu AF, rezultda BF- BC = BE- BD = AB~.
543. Se va observa cé triunghiul OBC este dreptunghic. 544. BC? =
= BG*+CG?. Se exprimi BG din triunghiul BGC’ si CG din triun-
ghiul CGB (fig. 190). Tinind seama de proprietatea medianelor
rezultd relatia cerutd. 545. Fie C punctul de contact al cercurilor, D
punctul unde tangenta in C intersecteazd pe AA’. Se observi ca
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DA = DC = DA’, X0DO0’ = 90°, deci DC?*=R-R’. 546. Din triun-
ghiul 4 BE se géseste CE=64/5m, C fiind intre B si E, apoi din
ADE se gaseste AE=156/5m. Perimetrul este 64 m. 547. Se observa

P N

A

gl m / o

. M
Fig.:_190 Fig. 191

ci AABD~AACD, deci A=< B+ Csidin<I A+ B+ C=
=180°, rezultd <x A=90°. 548. Se va observa cd AD este tangenta
cercului circumscris lui ABC si cd simetricul lui H in raport cu
BC este situat pe cercul circumscris (probl. 231). 549. A A’ intilneste

Fig. 192

cercul circumseris triunghiului ABC in D. Avem BA’-AC = AA’ -

-A’D, dar A’'D=A'H (probl. 231). 550. Se duce din A perpendicu-
lara pe (D) care intersecteazi in P cercul cu centru in M (fig. 191).

Avem OP?=MP?—QM?*=AM? + AN? — OM? = OA? + AN? =
= const. P este deci fix. De asemenea si P’. 861. a) Din triun-
ghiurile dreptunghice A BE si ACF (fig. 192), rezulti AEZ = AB? 4
+ BE?, AF*=AC?+FC® Se inlocuiesc AB?si AC? din triunghiurile
ABD si ADC si se obtine AE = AF. b) Din aceleasi triunghiuri se
obtine AB'=AB2[AE, AC’=AC? AF. 552. Fie EF antiparaleld cu
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BC, deci AAEF~NAABC; EF=(AF- BC)/AB. Din AADC avem
- 1D2. B2 2
AD*=AF-AC; AF= A_.D » deci EF= D2 BC;—: ) ; dar

AC AB-BC-CA abc

abe=4RS, deci EF= % =p’ (probl. 735). Alti solutie. Fie B’ si C’

picioarele inaltimilor din B, C si E’, F’ simetriccle lui D fatd de E si
I". Deoarece B'F’ este simetricd cu B’'D, rezults cd B'F'=B'D si
L F'B'F=XDBC=<AB'C’ deci C'B’si B'F’ sint in prelungire.
Lafelse aratd ca C’E'=C"Dsicia C'’E'si C'B’ sint in prelungire.
Rezultda EF=E'I"[2=(C'D+C'B'+B'D)/2=p’. 553. Se observi ci
OM:0A =04 :0M = AM:AM = BM :BM' =CM : CM",
de unde MA?: M'A*= MB-MC : M'B- M'C. 554. Se observi
cd OM-OM =0OB -0C = A0% Se deduce de aici OM : OA =
:OM = MA : M'A sau OM :0M == MA? : M'A?; apoi
0 : oc OB :0M" = MB: M'C,0M :0B=0C :0M'=MC :
: M'B, de unde OM :OM' = MB - )C : M'B’ - M'C = MA* :
: M"A2, 555. Triunghiurile 0’AB, O'AC fiind asemenea, avem
O0’'A? =0'B - 0'C. Deci punctele B si C sint inverse in raport cu
cercul cu centrul in O si trecind prin "A. Problema se reduce la cea
precedentd. 556. Hal_tﬁ (fig. 193); AC*=A4 B>+ BC*—2BC-BA,
BD? = AB®* 4 AD* + 2AD - AB,. De unde, prin adunare, rezulti
proprietatéa. 557. Fie E, F mijloacele diagonalelor AC, BD.
Se va aplica teorema medianei triunghiurilor ABC, ADC, BED.
Daca EF=0, gésim relatia din problema 556. 558. Se aplica ratio-
namentele din problema precedentd, tinind seama cd segmentul
care uneste mijloacele diagonalelor este egal cu semidiferenta baze-
lor. 559. Se aplicd teorema medianei triunghiurilor PBC si PAD
(tig. 194). Va rezulta PA2 = PB? + PC2 560. Fie M si N mijloa-
cele diagonalelor (fig. 195). Dupd y.oblew:a 557, AB*+BC*+CD*+
+DA2= BD* 4+ AC* 4 4MN?, deci MN = const. M fiind fix,
N descrie un cerc. Fie MOHAC OA|| MN, MO'|| AC, CO'|i MN.
O si O’ sint deci fixe. 04 = 0'C = MN. A si C descriu cercuri
egale 561. Se aplici relatia medianei in cele patru triunghiuri for-
mate de O cu virfurile patratulul din care rezultd expresia cerutd.
562. Se aplici problema precedentd. ), MA? = Emz + a?, dar
> MR?se exprimi din triunghiurile MNQ si MRP (fig. 196) si
este 2a2 563. Pe latura DC a patrulaterului se construieste un
triunghi DCE asemenea cu DAB (fig. 197). X A+ C=90°. Egalul

I &
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unghiului A in DCE si aib3 virfulin C. Din asem&narea triunghiu-
rilor rezultd DE: 8 =CE: a=c: d DE-—C—;— sCE —E a. Triunghiu-
rile DAC si DBE sint asemenea: BE : § = 4’ : d. BE = 83'/d. Tri-
unghlul BCE fiind dreptunghic, BE*—= BCZ+ LL2 in care inlocuind
BE si CE, rezultd relajia din enunt. 564. Fie /7 proiectia lui M pe

AC. Avem AM?*=AE*+ ME?, jardin ACMENALBA,M_E = /_/& )
o L AB BC
ME =M. la fe]il;E_ _B;]_”_ AE = M Inlocuind in
’ AC BC BC

relatia de mai sus pe AE si ME, rezultd relatia din enunt. 565. Fie
ABC triunghiul echilateral (f1g 198), A’, C' proiectiile virfurilor
A, C pe paralela ce trece prin B gi C” proiectia lui C pe paralela dusa

prin A. Aplicim teorema lui Pltagora triunghiurilor ACC”, AA’B,
BCC' si tinem seama ¢i AC" = A'C’ = A'B+ BC’. Dup4 rationa-
lizarea relatiei giisite, obtinem expresia din enunt. 566. Aphcmd teo-

rema lui Pitagora generalizatd triunghiurilor ABM, AC M (fig 199),
avem AB?=AM?+ MB?+2MB-DM, AC*=AM?+ MC*— 2MC-

-DM, D piciorul indltimii din A. Inmultim prima relatie cu MC, a
doua cu MB si adunind, obtinem relatia ceruti- 567. Se egaleazy va-

lorile patratului catetei A4’ din triun- y
ghiurile dreptunghice AA’'B, AA'C.568.
Daci cele trei perpendiculare se intil- i
nesc intr-un punct P, avem Ba?—Co’= |

= PB2—CP? (probl. 567) si incid doud !
relatii analoge. Adunind, obtinem relatia ‘ |
cerutd, care este deci necesard. Si con- & 4 2
siderdm reciproca. Cunoastem relatia g “ 4
probelmei si vrem sd dovedim concu- Fig. 199

renta celor trei perpendiculare. S pre-

supunem cj ele nu sint concurente. Fie P punctul de intilnire al per-
pendicularelor in « si f iar y' proiectia lui £ pe 4 AB. Vom avea Boa?—
—Cocz—l-CBz {32+Ay’2 By'?=0 si cum Ba? —Ca?+CR—ARH
—f-A_y- =0, deducem A_Y 2 By"2— Ay?*— By? sau (AY'— BY')-
S (AY —f-By )= (Ay——By) (Ay+ By). Segmentele luate pe laturile tri-
unghiului intr-un sens fiind considerate pozitive, iar celelalte, luate in
sens contrar, negative, vom avea Ay —BY Ay +y v B=AB, Ay +
+ By’ —AB—{-ZBY , Ay—By=AB, Ay+By=AB+2By. Deducem
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By=By’ si punctele v, y’ se confundd. 569. Cu ajutorul problemei
precedente se aratd ca relatiaeste indeplinitd, «, B, v fiind picioarele
inaltimilor triunghiului 4 BC. 570. Se va observa ca A B2+ A=
—0dA? 4+ 2AB — % CA? +71 BC?, A’ fiind mijlocul Iui B,
Din formula precedentd si din alte doud analoge se deduce cea
din enunt. 571. Fie 4’ mijlocul lni BC, MB*+ MC?*=2M'A* 4
+2M'B?; se va aplica relatia lui Stewart triunghiului MAA4" si
punctuluiG, MA2-GA+ MA2-G'A=MG?*-AA'+GA -GA’-AA", de

unde 2MA">+ MA?=3MG>*+ %(TA_z Inlocuind pe 2342 in prima

formuli, se deduce MA2+ MB2+ MC?=3 MG?*+ % GA2+ _;_ijz, pe

care scriind-o si pentru virfurile B, C, adunind si tinind seams de
relatia din problema 566, se va obtine relatia ceruta. 572. In relatia
precedentd se va pune O in locul lui M, observind cid 0A=0B=
=0C=1 s tinem seama de problema 639. 673. Se va observa ca
HO=3GU (probl. 440). 574. Fie G, G,, G,, punctele de intilnire
a medianelor triunghiurilor A4,B,C,, A;B,C,. Dupa problema
571 avem MA}+ M B} MC3=3MGi+ K3 ete. M este deci definit
de MGi+K3= MG3+ Ki= G+ K3 M se gaseste la intersectia a
doud dreple perpendiculare pe G,G, si GG, (G.M. XIII). 575.
Aplicind teorema medianei triunghiurilor MAC, MBD se deduce
MA*+ MB*+ M+ MD*=8MO*+8MO?>- AB? + 8A0® — 2(MA*-
- MC*+ MB?*- MD?. Fiz E s5i F proiectiile lui M pe AC si BD.
Avem MB*=MO0*+0A2—2A40-E0; MC?*=MO*+A0*+2A0-EO.
Deci MA?- MC*= (MO*+A0%?—4A0%- EO%si analog MB*- MD?=
= (MO? + AO?)? — 4AQ*-FO*; MA®- MC*+ MB?- MD* = 2 MO* +
+2a0* Inlocuind in prima relatie, se obtine relajia ciutatd (G.M.
VII). 576. Fie «, B ,y proiectiile punctelor A’, B’, C' pe laturile
BC, CA, AB (fig. 200). Avem Boa?’—Coa*=BA?—CA" si doua
relatii analoge care se adund. Proprietatea rezultd din problema
569, observind 'cd3 AB'=BA’', BC'=CB’, CA'=AC’. 577. Fie
«, B, y proiectiile punctelor A’, B’, C” respectiv pe BC, CA, AB-
Avem Ba!= A'B*— A'0>= A'B'?+ BB'*— A'a®. Analog avem
Cl=AC?+CC?*— Ao si deci Ba? — Ca= A'B*—A'C"? +
+ BB—CC". Se aplicd problema 568. 578. Fie «, B, v, o', B, "
proiectiile punctelor 4, B, C, A’, B’, C’, respectiv pe dreptele
B'C', C'A’, A'B’, BC, CA, AB. Trebuie dovedit ci daci avem
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relatia B'a® — C"a? + C'B2— A'B* + A'y* — B'y?=0,avem si Bua>—
—Co2+ Cp*—AB?+ Ay2— By*= 0. Se va arita ci primele
parti ale celor doud egalititi sint c(gale cu B'A2— C'AZ-+
+ C'B*— A'B2+ A'C?— B’'C2. 579. Perpendicularele coborite
din I pe BC, CA, AB intilnesc respectiv 5'C’, C'A’, A’B’ in
T,, T,, T;. Triunghiurile ABC, T,T,T, sint prin constructie
ortologice (probl. 578), iar dreptele 4,4, BB, C,C, sint

B a g A
Fig. 201

paralele cu laturile triunghiului T,7,7;. 580. Bo?— CTr—(B_oc—l—
+Ca) «(Ba — Ca), dar Bo — Co =Bo +aC= BC, Ba+Ca=—(aB+
+ «C) =—2aa=2aa. Deci Ba? —Ca 2aaBC(f1g 201). 581. Fie
a3, B1, y1_mijloacele se segmentelor ac’, BB, Y5 @, b, ¢ mijloacele
laturilor BC, CA, AB. Avem aa,- BC + b, - CA + ¢y, AB=0
(probl. 580). cici perpendicularele in «,, 8,, v, pe laturi se intil-
nesc in centrul cercului «fy §i prin ipotezd aa- BC+ bﬁ CA-+
+C'y AB = 0. Scidem parte cu parte si obtinem aa’- BC +
+ 3 -CA+cy -AB=0. 582. Se duce CQ|AB, BP| AC;
D fiind pe AM jar Q pe AN. Din aseménarea triunghiuri-
lor BMP, AMC; ABN, NCQ; ABP, ACQ cse deduce relatia
cerutd. 583. Se aplicd teorema precedentd. &84. Triunghiurile
APP', AGQ"; APP", AGQ’ (fig. 202) fiind_asemenea: PP':QQ"=

= AP: A() PP Q() sau PP -QQ' = PP"-(Q". 585. Se
observd ci patrulaterele AP'PP", AQ'QQ" sint inscriptibile si
cd triunghiurile PP'P”, QQ'Q" sint asemenea. §86. Simetricele
dreptelor AM, BM se intersecteazd in N. Se proiecteazd M si
Nin M, M", M" si N', N", N"" pe laturile BC, CA, AB. Dupa

problema 579 avem MM"-NN"=MM"' -NN""=MM'-NN'. Re-
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zultd, dupd problema 580, cd CV si C M sint egal inclinate pe bisec-
toarea unghiului C. 587. Se va aplica problema precedent3, consi-
derind dreptele AM, BM, C M ca mediane. 588. Fie P un punct al
cercului circumscris triunghiului ABC (fig. 203), Q, R, S respectiv
proiectiile acestui punct pe laturile CA, AB, BC. Izogonalele cevie-
nelor punctului P sint paralele (probl. 262). Fie 4D izogonala ce-
vienei AP iar B’ proiectia lui B pe AD. Triunghiurile asemenea

OSP, ABP ne dau QS 'SP —A4B: PB, iar ar triunghiurile asemenea
ABB' si BPS ne dauBB': SP= AB : PB. Deducem BB’ = QS
(G.M. XXIX). 589. Locul mijloacelor paralelelor la baza BC este

s M AN Vi
Fig. 202 Fig. 203
mediana AG. Printr-o rotatie in jurul bisectoarei se deduce prima

propozitie enuntati. Fie S punctul in care 4K intilneste latura BC,
iar MSN, SE, SD antiparalelele la laturile corespunzatoare unghiu-
rilor 4, B C duse se prin S. Triunghiurile DSM, ESN sint isoscele.

Deci SD = SM, SE = SN. Dar SM= SN. 590. Fie A’, B’, C' punc-
tele de diviziune astfel ca AA’: AK =BB":BK =CC": CK s Ky KK,
K,KK' antiparalelele la laturile AB, AC duse prin K; A,C'B,,
,,B C; paralelele duse prin B’, C' la cele dintii. Avem A,B,: K, K, =
= BB’: BK 51 A; A;Ci: K.K,=CC': CK. Dar K,K,= K,K/, (probl.
589). Deci si A,B, = A;C; si antiparalelele duse prin A’, B’, C’'
fiind egale, ele intilnesc laturile in puncte conciclice (probl. 229).
591. Figura AB,_KC, este un paralelogram. Dreptele B.C, si AK
se impart in parti egale. Deci (probl. 584, 585) dreptele B,C),
C,A,, A,B, sint antiparalele egale §i cele sase puncte sint con-
ciclice (probl. 229). Apoi avem A0 B,C,. Perpendiculara pe
mijlocul lui B,C, trece prin mijlocul luiOK. 592. Se va arita

<cd antiparalelele 4,4., B.B,, C,C, (fig. 204) sint egale (probl. 229).
Fie M punctul dlametral opus lui C in cercul circumseris triunghiu-
lui A BC. Patrulaterele inscriptibile A MBC, CC,C "C, sint asemenea,
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cdci sint compuse din triunghiuri dreptunghice, respectiv aseme-
nea CAM, CC"C, si CBM, CC"Cy in care unghiurile din C sint res-
pectiv_egale, indltimea CH §i diametrul CO fiind izogonale. Deci
CoCy:CC"=AB:CM=AB:(2R), R
fiind raza cercului A BC. Analog
B.B,: BB"=AC:(2R). Dina semi-
narea triunghiurilor ABB’, ACC"
deducem AB-CC'=AC-BB’. Se
deduce B,B,=C,C,. 593. Se de-
duce din problema precedent cind
perechile de puncte (4’, 47"),
(B’, B"), (C', C") se confundai.
594. Dreptele A M, A M, sint res-
pectiv perpendiculare pe Y,Z,,
YZ. Patrulaterul YZY.Z, este
inseris intr-un cerc cu centrul in w.
595. Observam cid MA}=XM? + .
+ XAi=XM?*+ XM} si teorema Fig. 204

medianei aplicatd triunghiului

XMM,; ne di XM+ XMi=2Xw*+ 2 (MM, : 2)% Deci MA} =
= 2Xw?+ MM?:2 = const (G.M. XXXIII). 596. Fie P, simetri-
cul lui P in raport cu bisectoarea AZ. Punctele P si P, sint puncte
inverse in triunghiul ABC, cici P, este situat pe cercul BIC si
X PBI = < P,BI si <t PCI = < P,CI. Se va tine apoi seama
de problema 589 (G.M. XXXI). -597. Fie a+r, a, a—r cele trei
laturi. Teorema lui Pitagora di (a+r)? = a? 4+ (a—r)2% Laturile

5 . . L
sint " a, a, iz—a. Ele sint proportionale cu ale triunghiului cu la-

turile 5,4, 3. (G. M. XXIX). §98. Fie Rintersectia dreptelor AN si
DB, ADAR~ A A MC cici au unghiurile egale. Deci CM: DR =
=AC:4D. Se aratd apoi ci triunghiurile DRN si BDP au unghiu-
rile egale si sint dec asemenea. Rezults BP:DR=DR:DN. Dedu-
cem DR-AC=CM-AD=DN-BP, cici AC=BD (G. M. XXXII).
599. Fie O mijlocul lui AB, N proiectia lui M pe AB. Aplicind teo-
rema lui Pitagora generalizatd triunghiuriloréMO, BMO, se dedu-

ce MA2 —MB? = 24AB-NO = K?; NO = 2§B » deci NO = const.

Locul este perpendiculara ridicatd in punctul fix N pe 4B. 600. Fie
P si Q mijloacele segmentelor egale AB, CD (fig. 205). Aplicind
teorema medianei triunghiurilor M4 B si MCD si, tinind seama de
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conditia din enunt, se deduce c& MP=MQ, deci locul este media-
toarea segmentului PQ. 601. Fie M, M’ dou& puncte luate pe AC si
E,E';F,F';G,G'; H, H' proiectiile lor pe AB, BC,CDsi DA. Avem
evident ME : MH=M'E’ : M'H' i MF : MG=M'F" : M'G’ si deci
daci ME : MH=MF : MG, atunci si M'E' : MH =M'F' : M'G'.
Observam cé proprietatea are loe si pentru punctul de intilnire a
diagonalelor; se deduce cid proprietatea are loc si pentru punctele
celeilalte diagonale (G.M. XIII). 602. Fie A4,, B,, C,; A1, Bi, C;
mijloacele laturilor triunghiurilor ABC, A'B’C’ (fig. 206). Se va
observa ci C;B;||B'C’ si deci By, Ci, A} sint pe aceeasi dreapti.
Ducem A'M||AA" (M pe BC) si B'N|BB” (N pe AC). Se va
observa ¢cd AN=B"C si BA"=CM si se deduce cid BA" : CA=
=MC:A7C =AC:BC =
=B"C:NC=CB" :"AB”
(GM. XIV).

Fig. 205

XI. 603. Fie AB, CD cele doui coarde (fig. 207), O centrul
cercului, R raza, M si N mijloacele coardelor, iar P intersectia lor.

Avem MA:=0A2—0M? NC?*<=0C?>—ON?; de aici rezultd MA2+
+ NC*=<=2R*—0P?; AB*4-CD?>=4(2R*—0P?). 604. Se foloseste
problema precedentd, unde P rdmine la distantd constantd de O.
605. In problema 603 s-a demonstrat ci 4 B24CD?*=4(2R2—0P?),

dar A_B-Eﬁ'sé(ﬁurﬁ), deci AB -CD<2(2R* — OP?).
606. Din triunghiurile dreptunghice ONO,, 0, MO avem O,M?*=
=00}—R?; iar din triunghiurile OAB, 0,BA, 0,A>=AB*4-R};
OB?=AB2?+ R® Din acestea rezultdi 0,42 — OB? = 0, M*—ON&Z

607. d2=4R,R,; d*=D, - D,. 608. Se reduce la 607. 609. Fie (0),
(0,) cele doud cercuri de raze R §i R, (fig. 208), iar T T, tangenta

comunid; TT? =0C*=2RR,, dar RRI=0—OI-% ete. 610. OM=
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—ON=d (fig. 209). A - MB = R*—d°—NA - NC. Avem M1_B

1 _ Mi4 VA -Din triunghiurile OAM 5i0AN avem A M2=
NeE _(RE—dyE

= A0? + OM* 4 2MO-OP; AN? = ON?+ 10% —2NO-OP. Adu-

nam ultimele egalititi: A M2+ A N2=2(R%+d?), deci __1__ + == ! =

Nc?
-(Eﬂ—) = const. 611. Primul arc intersecteazi pe AB in Rsi@
(R2_d.§)2
(fig. 210); AB>—A(*= (AB— AC) -(AB + AC)= BR-BQ =
= BC- BC'. In acelasi mod pentru celelalte doud. 612. In formula
AB®*—AC*=BC-BC" din problema precedenti se va observa c#

in cazul de fati BC'=2MP. Din aceeasi formuld se pot deduce
teoremele relative la patratul laturii care se opune unui unghi
ascutit sau obtuz, inlocuind pe BC” prin BC 4 2C P, dupi cum X C
este obtuz sau ascutit. 613. Fie D piciorul bisectoarei AD, AD=
=DB, fie M mijlocul laturii AB, DM ] AB. Se va observa ci din
ABMD~ABAA’', rezulta BA2=2BA’-BD si cd din ACAD~
~ACAB, AC?*=CB-CD, deci AB*: AC*<2BA’-BD : CB-CD=

=(2BA’':CB)-(BD:CD); ins# BD:CD=AB:AC, se obtine deci
AB:AC=2BA":DB = const. Punctul A se giseste la intersectia
perpendicularei in A’ pe BC cu cercul, loc al punctelor P, asa ca
PB: PC=2BA’: CB. 614. Fie ABCD patrulaterul (fig. 211);

AC = 3, BD = &, Ducem, in triunghiul ABD, AE asa c#
XDAE=4 BAC; AABC~AADE AABE~AADC Deducem

b:ED = AC:d, a:AC=BE : ¢, ac=AC-BE, ba=AC -ED; adu-
nind, ac+bd= 8 3. 615. Problema 612 arata cd proiectia lu1 M

peTB este un punct fix. Locul este deci o dreaptd perpendiculard
pe AB. 616. ABMN este patrulater inscriptibil. Fie' P intersectia
dreptelor AB, MN. Avem PM-PN=PA-PB=K (const) si
PM—PN=I (dat). Problema revine la probl. 838 (R.M.F. 1950).
617. Fie a, b razele cercurilor (0'), (0") (fig. 212), A,B,C,D,E punc-
tele de contact ale cercurilor (0°), (0y), (0), (05), (0") cu o laturd a
unghiului. Avem AC=AB+BC, CE—CD+DE sau War +24Rr—=

=2VaR, 2Vor' + 2VRr’ = 2VbR, de unde VRr = va (VR — V),

VRr' = Vb (VR — 7). Inmultind ultimele] relatii si tinind
seama cd vab = R, obtinem vr + vr' = VR (RM.F. 1952, 2).

+
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618. Q mijlocul lui MN. a) MPN este triunghi dreptunghic, iar

MPNI dreptunghi. Locul lui I este semicercul de diametru AB.
b) Q se afld pe tangenta comund in P, deci este diagonala drept-
unghiului si trece prin 1. Se intersecteazd semicercul de diametru

AB cu o paraleli la AB, la distanta L. ¢) I<«/2. 619. Fie O mijlocul
lui CD,0P | AB,0Q 1. CD, P si Q fiind pe AB, AE|CD, E
pe: BD. Triunghiurile OPQ si ABE sint asemenea si deoarece 0Q =
=% (R + r), rezultd OP = BT—I—r % Insa R:;r <1, deéi AB
intersecteazi cercul (0). Pentru ca (0) si fie tangent la A B trebuie
ca OP = %C_D deci d= R+r, iar (4), (B) tangente. b) Puterile

lui A $i B fatd de 0. 620. a) Ducem cercul circumscris §i pre-
lungim AM pini intersecteazi cercul in N. Avem AM-MN =
= BM-MC, iar din enunt AM? = BM- MC, deci trebuie ca
MN = AM. Rezulti urmitoarea constructie: se ia M arbitrar
pe BC si se prelungeste cu MN = AM. Locul lui N este o para-
leld la BC care intersecteazd cercul in NV, si N,. Dreptele AN,
si AN, intersecteazd pe BC in M, si M, care sint punctele cerute.
Deoarece arc BN, = arc CN,, rezultd x BAN, = < CAN,; drep-
tele AM, si AM, sint izogonale. b) Fie F mijlocul lui NN,

Avem FM,# MA si FD % AE, deci triunghiul FM,D este egal
cu triunghiul AME, de unde ME = M,D sau M,D= M,E
(C G.M. 1946). 621. Deoarece A M, si AMZ sint izogonale, ca M,
si M, sd se confunde trebuie ca AM si fie bisectoare. Alegem
virful A pe un cerc (0), apoi un punct N tot pe cerc. Prin in mijlo-
cul M al lui AN ducem o perpendiculari pe diametrul ON care
intersecteazd cercul, in B, C. Triunghiul ABC satisface enuntul.

S - be —— = ——  a%hc
a) Relatia lui Stewart dd AM2=—,darAM2=BM-MC= >
2 (b+c)?
de unde rezulta relatia cerutd. b) Avem r= S_ 2_S i ha :—2£;
a(v2+1) a
Ty = S _ 2_S - Se verificd imediat cd h} = rr, (C.G.M. 1946).
p—a  a(2—1)

622. Dreapta ortocentrelor unui patrulater complet este axa radicald
a cercurilor descrise pe diagonalele patrulaterului ca diametre.
Notind cu Q,, cercul descris pe segmentul UV ca diametru,
atunci (A;) este axa radicald a cercurilor Q,, si Q,,;, analog (A,)
a cercurilor Q,; 81 Q,,, (A) a cercurilor Q,, Q. Daca 7' este
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punctul comun dreptelor (A,), (A,), (A3), el are puterea egald fata de
fiecare din perechile de cercuri. Se stie cd dreptele care unesc
mijloacele laturilor opuse si mijloacele diagonalelor sint concurente
intr-un punct G. Fie O simetricul lui T fatd de G (fig. 213). Scriind cd

L
"
~r

V4 A A
Fig. 213 Fig. 214
N 2 2
puterile lui T fatd de Q,, Qp, sint egale, TM*— Bf =TP>*— A4D .

Dar TM =0Psi TP =0M, incit avem (1) 40P* — BC* = 4@ M? —
— 4D, 07[@i07’ sint mediane in triunghiurile OBC $10A4D. 40 M?*=
=2(0B*+ 0C?) — BC*; 40P* = 2(0A*+ 0D* — AD*. Introduse
in (1), avem 042+ 0D*=0B* 4 OC* Analog OA% + OD*=0C? +
OD*si OB*+0D*=0B*+0C* Scizind ultimele trai egalitdtiuna

din alta, cite dou, se deduce OA = 0B = OC = OD. Asadar, ABCD
trebuie sd fie 1nscr1pt1b11 Pornind invers, daci patrulaterul este
inscriptibil, (A,), (A,), (A;) sint concurente. (G.M. 1946, 3). 623. Fie
B—_C——a‘ AB = AC=0». Puterea fati de cercuri ne di (B, =

2

2Tn; Bc, _TW; BC, + CB, = ‘-2- — const.(R.M.F.1953,4) .

o

624. Puterea fatd de cele doud cercuri este egald, deci MPZ =
= MO:—r* sau MO®— MP*=r% O perpendiculard pe OP.
625. Rezulti AB? + BC%+ CA2=const dar cum BC este constant

AB? 4+ CA? =const. B’ fiind piciorul perpendicularei din B pe
AC si M proiectia lui H pe mediana A4, (fig. 214), avem
AM ‘i‘i PAM-AA,=AC-AB = AAZ—aTz; AM=AA, —

?;II
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aZ

4AA,
cu centrul in 4,. 626. Din MO?— R? = MAZ?, rezulti OM? —
— MA?= R?; locul este o drzaptd perpendiculard pe OA. 627. Din
MO? — R = MO'? — R'? rezulta MO — MO’ = R® — R’ = const.
Locul este o dreaptéd perpendicularid pe linia centrelor OO’. Aceastd
dredptd se numeste axa radicald a cercurilor (0), (0’). Daca
cercurile sint concentrice, axa radicald nu mai existd (este arun-
catd la infinit). 628. a) Fie D, E, F picioarele indltimilor lui
ABC, L mijlocul lui AH, P al doilea punct comun cercurilor
(0,) si (0). Cercul (O,) trece evident prin D, (0,) prin E si (0,)
prin F. Puterile lui A fatd de cele trei cercuri sint egale §1 anu-
me: HA-HD=HB-HE=HC-HF. b) OA’# LH, deci OL intersec-
teazd pe A4’ in0,. Axa radicalda AP a cercurilor (Q,), (0) este per-
pendiculard pe linia centrelor 00,, deci AP A’'H, dar A'H
trece prin P. Rezultd cd P se afli pe cercul (L) de diametru
AH. Axele radicale AP, EF, BC ale cercurilor (0), (L) si
BCEF, luate cite doud, se
intilnesc in centrul radical
a, deci EF s1 AP se intil-
nesc pe BC. Rezultd ca a,
B, v sint coliniare, deoarece
definesc axa de omologie a
triunghiurilor ABC si DEF
(G. M. F. seria A, 1955).
629. © fiind centrul unui
cerc ce trece prin A §i in-
tersecteazd ortogonal cercul
O (R), rezultd Ow?’—wA? =
= R2 Locul este o dreaptd
perpendiculara pe OA. 630.
Fie M, N punctele unde
dreptele AB, A'B’ intersec- Fig. 215
teazd pe- (D) si. 0, O
centrele cercurilor ciutate, 0", O'"' centrele cercurilor de dia-
metre AB, A’B' (fig. 215). Cercul de centru M cu raza cit tan-
genta la (0”) intersecteazdi ortogonal cercurile (0), (0’), (0”).
La fel cercul cu centrul in N cu raza cit tangenta la 0"’
intersecteazi ortogonal cercurile (0), (O'), (O"'). Aceste doud
cercuri fac parte dintr-un fascicul a caruir axd radicald ‘este
linia centrelor OO’. Constructie: se duc cercurile (M), (N) cu

razele cit tangentele la cercurile (0”), (0"'') si se constru-

= const, deci A, M este constant. Locul lui M este un cerc
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ieste axa radicali a acestor cercuri. Se construiesc media-

toarele segmentelor AB, A’B’ care se intersecteazi cu axa radi-
cald in centrele cercurilor. Pentru ca (0), (0’) si aiba secanta
comund (D) trebuie ca cercurile (M) si (V) sd fie exterioare,

adici MN > VAM BM + VA’N B’N. 631. 1. M mijlocul lui BC
sau AD, se afli pe axa
radicala’ (fig. 216). Daca
o este mijlocul distantei
centrelor, wM_| ABCD;
de aici rezultd constructia
in ambele cazuri. Alta
solutie. Presupunem pro-
blema rezolvati. Dam
Fig. 216 cercului (0’) o translatie

pind cind centrul vine

in o, astfel ca Ow si fie perpendiculari pe secantd. » se afld
pe cercul de diametru OQ’. Pe de alti parte scriind puterea lui P
fatd de (0) si w: Pol—r'2=P0?*—r?, deci Pw?=PO?+r'*—r2Punc-
tul o » se afld la intersectia cercyului de razi Pe cu cercul de diame-
tru 00". (G. M. XXVIII). 632. a) Se aratd cd unghiurile opuse
sint suplimentare. b)  Cercurile
OMBN, OPDQ si MNPQ, luate cite
doud, au ca axe radicale pe MV,
PQ si AC, deci se intilnesc in
centrul radical. La fel pentru cele-
lalte. 633. Fie (A) axa radicald a
cercurilor (0'), (0"); (A') aceea a
. cercurilor (0), (0"); (A ") a cercu-
2 rilor (0), (0'). Dacd centrele O, O,

0" sint coliniare si dacd (A), (A'),
(A”) se confunda intr-o singurd
dreaptd, adici cercurile au, cite doud,
aceeagi axd radicald, atunci toate
punctele acestei axe au puteri egale
in raport cu cele trei cercuri; dacd 0, O’, 0" sint coliniare, insa (A),
(A’), (A”) nu se confund4, atunci nu existd nici un punct (la distanta
finitd) care sd aibd puteri egale in raport cu (0), 09, (0"). In
sfirsit, dacd O, O’, 0" nu sint coliniare, atunci(A ) 8i(A ”)se intil-
nes¢ intr-un punct C care are puteri egale in raport cu (0), (0'),
(0"), deci se gasegte si pe (A). In cazul acesta existd, deci, unsin-
gur punct C care s raspunda la problemi. In el se intilnesc cele
trei axeradicale (A),(A’), (A ”). Punctul C se numeste centrulradical
al celor trei cercuri. 634. Fie I'T, si T’ T, tangentele comune (fig.217)

Fig. 217
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TT,=TTy; TT;=00;— (r—r)* §i T'T3=005 — (r,— 1)?,
deci 00 — 00% = (r,—r)? — (r;—r)? = const. Locul lui O este o
dreapti. Pentru ca locul si fie chiar mediatoarea, trebuie ca 00, =
= 00,, adici (r;—r)>—(r,—7r)2=0; r—r-=—4(r,—r), de unde

= ———= | prin enunt r; #r, (R.M.F.1954). 635. Se deduce din pro-

blema precedentd. Centrul cercului O(r) este situat la intersectia
celor doud locuri geometrice corespunzitoare cercurilor (0,), (0,) si
(0y), (O5). 636. Fie A un punct comun lui (w) si (0), A’ lui (@) si
(0'). Tangenta in A la (0O) fiind perpendiculari pe tangenta in 4 la
(w) este tocmai raza wA, de asemenea A’ este tangentd in A’
la (0'); insd wA=wA’ ca raze, deci w are aceeasi putere in raport
cu (0) si (0'). 637. Se va observa cd O si O’ au aceleasi puteri
in raport cu (C) si (C'). Cercurile (C) si (C’) se intersecteazd, deci,
pe OO’ in doua puncte L, L’ (punctele limitd ale lui Poncelet).
638. Fie (C"), (C") doud cercuri (C). Aceste cercuri au ca ax3 radi-
cald dreapta 0’0" (problema precedentd). Cercurile (0), (C’), (C")
au ca centru radical un punct «» pe 0'0". Lasind cercul (C’) fix
s pe (C") facindu-l sd varieze, axele radicale ale cercurilor (0), (C)

) .@v@l’h

Fig. 218

vor trece prin o (G.M. VI). 639. Fie AOB diametrul primului
cerc, (0), A', B’ punctele de intersectie cu al doilea. Avem 0A2 =
—=0B2=0A’-OB’. 640. Fie A, punctul de intilnire al dreptelor
AO si B,C, (fig. 218), O; mijlocul segmentului OD si O, inter-
sectia lui B,C; cu perpendiculara dusa in A pe AD. Unghiul 0A,D
este drept, A, se afli pe cercul de diametru OD, iar puterea punc-
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ghiul DAQ, fiind dreptunghic in A4, iar A, fiind piciorul perpen-
dicularei coborite din virful unghiului drept pe ipotenuzi, avem
AO03 = 0,4,-0,D.(GM. XXXII). 641. Fie A, piciorul medianei
- 2
din A. Puterea lui 4, fatd de cercul ABC nedd AA,-A4,D = B[f ;

AA,= % AG si All):gl—)—A,—zc ; inlocuind, avem %A_GGT) =
2

— 2 Ac+ C

d1ane1, se aJunge la rela‘gia din enunt. 642. Fie  centrul unui cerc care

intersecteazi cercurile (0), (0’') de raze R, R’ la extremitétile cite

unui diametru, w02+ R2 =0+ R?; 00?—w02= R">— R2, Locul
este o dreaptd. 643. Se va aplica teorema medianei si se va deduce

ca MA2— MO?=const. Locul este o dreapti. 644. Fie O un punct
intre A §i B, asa ca OA OB_B «, se aplicd relatia lui Stewart
MA®.OB+ MB?-AO=MO?- AB+0A-OB-AB; insi OA = AB x
X B:(x4-B), OB=AB .« : («+B); inlocuind, se deduce «- MA? +

+8- MB*=k2=(a+B) MO*+ AB - af?:(«-+B), de unde rezulti ca OM
este constant. Locul este un cerc. 645. Solupla este analogd cu cea
precedentd, O insé va fi situat pe prelungire si relatia lui Stewart va

fi modificatd in consecinti. Locul este un cerc. 646. Pe BC se ia
punctul N astfel ca NB:NC=v: Bsi pe AN se ia punctul O astfel
ca OA:ON=(B+v):«. Aplicind relatia lui Stewart triunghiului
MBC si punctului N si apoi trlunghlulul MAN 51 punctului O,
avem relajile BMB-HyMC?=(8+y) MN*+ By BC?: (B + v);
«MA+(B + YYMN2= (a4 B+ y) MO*-a(B+y) AN? : (a + B + 7).
Adunind si tinind seama de enunt, se giseste ca locul lui M este un
cerc cu centrul in O (G.V. XVII). 647. Fie D piciorul bisectoarer
unghiului 4 pe latura BC. Relatia lui Stewart ne d& b M B2-+ c MC?=
=(b+c) MD?*+ac:(b+c) si relatia problemei da (b+c)MD? +
+a%bc:(b+c)—aMA®=gbc. Si luim pe prelungirea bisectoarei
4D punctul O (centrul cercului exinscris in unghiul A) astfel ca
OD:0A=a:(b+c). Deducem (b-}-c)W—aW:(b-f—c—a)W—
— AD*b+c)a:(b+c—a) sirelatia de mai sus devine (b+c—a) MO*—
—AD2(b+-c) a: (b+c—a)~atbe:(b+c)=abe. Locul lui M este un
cerc cu centrul in O. 648. In relatia lui Stewart, presupunem
¢id M este piciorul bisectoarei. Se va observa ci "MB:c=MC:b=
—a:(b+c), inlocuind de aici pe MB, MC in primul membru al rela-

b
;darAG?= 5 A A2, Tinind seama de teorema me-
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tului 0, in raport cu aces! cerc este deci w = 0,4,-0,D. Triun-
tiei lui Stewart se giseste bo= MA%+MDB- MC. 649. Relatia din
enunt va rezulta din triunghiurile dreptunghice PBC,PCA, PBD,
PAD.650. Fie E, F,G mijloacelelui BC,AD i AC. EG ||AB,GF||CD,
deci EG | GF. Se va scrie relatia intre laturile triunghiului dreps -
anghic EGF sise va observa ¢ A B=2EG, CD =2FG. 651. Pe lings
notatiile din solutia precedentd, fie H mijlocul lui AB, I al lui
CD. Din problema precedentd avem 4EF?=AB?4-CD® si din

I'ig. 220

A PIH se deduce TH?— PH?+ PI?. Seobservi cd 2PH=PA —+ PB
2P]—= PC+PD AB=PpA— PB CD=DPD— PC deci 2(EFZ

+TH%)=AC*+ BD* Altd solugie. Se aplicd problema 556 parale-
togramului EHIF si se observd cd 2EH=AC, 2EI=BD. _652.
(AC+BD)? —(AD—i—BC)Z—ACZ—l-BDZ AD®*— BC?+2(AC-BD—
—AD- BC) (AC BD—AD-BC); ins& in virtutea teoremei lui

Ptolomeu AC-BD=AB-CD+AD- BC. 653. Se aplica teorema lui
Ptolomeu patrulaterelor ACNB si ABDM (fig. 219); se obtine

BC-AN=AC-BN+AB -CN, AD-BM=AM-BD + AB- MD;

scazind se giseste relatia cerutd . Dacdi N se afli pe arcul
BD, atunci in loc de BN se va pune— BN etc. 654. A M este bisec-
toare in triunghiul ACD si BM in triunghiul BCD (fig. 220). Se
tine seama de raportul in care bisectoarea imparte latura opusa si

se obtine ‘:14[1)) BI;S A_i' B];S’_[l)) ,insd A'C= A'B'+BC C;B'D=

=A'B'+AD. Se face produsul, se scoate A’B’ factor comun si se
tine seama de teorema lui Ptolomen in patrulaterul dat (R.M.T.).

055. Fie O punctul comun diagonalelor; avem AB-BC=2R-B0,
AD-DC=2R-DO (probl. 492) si AB-DC+BC-AD=AC-BDin

253



virtutea teoremei lui Ptolomeu (G.M.IV). 656. Se vor aplica cele
spuse la problema 571 si se va deduce ca R, R’ fiind razele cercurilor
ABC, A'B'C’, valoarea comund a expresiilor din enunt este

3(R*4+R'?) 657. Fie 0,, O,,..., O¢ mijloacele laturilor AB, BC,
CD, DA si ale diagonalelor AC, BD. Avem puterile P, P,,...,Pq
ale lui P in raport cu cele sase cercuri, avind segmentele precedente
ca diametre, precum si puterile P53, Ps, Psg in raport cu cercu-
rile, avind pe 0,0, 0,0,, Os0g ca diametre. Se va observa cé fi-
gurile 0,0,0,0,, 0,0:040¢', 0,0:0,0¢ sint paralelograme, cu
acelasi punct de intilnire al diagonalelor; se va aplica acestor
paralelograme problema 556. 658. Avem HO?*—R?=HA -HC=
=Hw}—r?; Ho}=HO?*—R?>+r? si se deduce Ho,=Hw,=Hw; =
=Hw, (G.M. XXXIII). 659. Fie A, B doud puncte conjugate in
raport cu cercul (C). Cercul (AB) descris pe segmentul AB ca
diametru este ortogonal cu (C) si dacd se considerd cele doud
cercuri {(4), (B) cu centrele in A,
B si ortogonale cu (C), avem
trei cercuri (A), (B), (AB) ale ci-
ror centre sint coliniare si care
sint ortogonale cu un acelasi
~cerc. Ele apartin deci aceluiasi
fascicul. Astfel AB? este egal cu
suma patratelor razelor cercuri-
lor (A4) si (B). Dar pitratele aces-
tor raze sint egale cu puterile
punctelor A,B in raport cu (C).
660. NABD~NACAD (fig. 221).
Fig. 221 Deci DB:DC=AB?*:AC?* si AM
este simediana corespunzitoare

laturii BC. Fie« §i B punctele de intilnire ale dreptelor AD si CD cu
cercul ABC. Avem < BBa=< BAa=< ACP=<ABp. Deci A«| BB,
apoi avem <L afC=<XadAC s§i deci X afD=<ABD. Triunghiul
BBD este isoscel si D este mijlocul lui Ae (G.M. XXXI). 661.
Fie 0y, 0, (fig. 222) centrele cercurilor, R,, R, razele lor, T pi-
ciorul axei radicale pe linia centrelor 0,0,, M punctul dat, iar N si
P proiectiile lui pe linia centrelor si pe axa radicald. Avem p;—p,=
= MO?— MO}— R34 :=0,0,(NO,+ NO,)+ R;—R:. Dar 7T fiind
pe axa radicald, TO}— TO?=R:— R;. Deci p,—p, = 0,0, (NO,+
~+NO,)—0,0,(T0,+ T0,)=20,0,-NT=20,0,-M P (GM. VI). 662,
Fie 00', L,, L, distanta centrelor celor doud cercuri si distan-
tele punctelor B si C la axa radicald a cercurilor considerate

254



(fig. 223). Dupa problema precedentd avein A’B-A"B = 2-00"-L,,
A’C-A"C=2-00"-L,. Se impart aceste cgalititi parte cu parte si
se observd ci A4,;B:A,C=L,:L,. 663. Pcntru cercurile de centre
B, C si de raze R,, R, enuntul ne di couditia BA ™ R2=CA%*+
+ A care ne aratd ca piciorul axei radicale a celor doud cercuri

Fig. 222 Fig. 223
pe latura BC este izotomicul piciorului inaltimii coborite din
virful A (G.M. XXX). 664. Fie D (fig. 224) simetricul virfului 4 in
raport cu mediatoarea laturii BC §i D’ simetricul lui D in raport
cu BC, iar EE' FF' dreptele analoge cu DD’ in raport cu laturile
CA, AB. Cercurile (4, a), (B, b), (C, ¢) au ca axe radicale doui
cite doud, dreptele DD’, EE’, FF' care se intilnesc in punctul R,
simetricul ortocentrului in raport cu centrul cercului circumscris.
Cercul (A,, m,) trece si el prin D si D’, deoarece AA,=DA,=
=D'A,. Deci cercurile (B, b), (C, ¢), (A, m,) au ca axi radicalid
coarda comund DD’ si R va avea puteri egale in raport cu aceste
cercuri (G.M. XXVIII). 665. Fie D proiectia lui I pe AC (fig. 225),
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M mijlacul arcului BC, M’ punctul diametral opus in
cercul (0). AAID~DMM'C, deci AI: MM =ID: MC; insa MM’ =
=2R, ID=r, JIC=IM (probl. 287), deci AI-/}=R*—O0I*=2Rr.
666. Luam un punct 4 pe (0) si ducem tangentele AB, AC la ({).
Dreptele Bl, CI intilnesc cercul (0) in B’, C’. Fie A, diametral
opusul lui 4 in (0) si M punctul de tangenta al laturii AB cu (/).
Apoi ABMI~AAB’'A,. Deci BI-B'A=2Rr si cum BI-IB =
=R2—QI*=2Rr, rezulta BT=B"A. Analog C'[=C"A. Deci B'C’
este perpendiculard pe mijlocul lui A7. Avemy B'C’A=< B'C'I=
=X B'C'C. < B'BC=<B'BA, B(C este tangenta cercului ().
667. Centrul cercului XYZ este I (fig. 226), centrul cercului /1,1,

este J, situat pe O/ si astfel ca 0J=01. Deci S este pe OI $i8T:57=
=r:(2R). § este deci fix. Deoarece H,5i I sint ortocentrele triunghiu-
rilor XYZ, 1,11, H, se afld pe SI, adica pe Of si SH;:SI=r:(2R).
H, este fix. De asemenea centrul de greutate G; al lui XYZ esté
fix, céci se afld pe O/ 51 G, H,=G,I. 668. A A’AI~NA"]a (fig. 227),
cicit A "Ja=< A”"AA’ i din probl. 665,2R=A 4" la=R*—0I*=
= 1A -TA". Dar AA : IA"=1A : Ia. Deci X AA'] =< AA"a
(G.M. VII). 669. A4, fiind piciorul inaltimii §i « intersectia lui 44"
cu BC, se observa cd « are puteri egale fatd de cercul A BC si cercul
A'B'C’. Deci a gi analogele lui se gésesc pe axa radicald a cercu-
rilor ABC, A'B’C’. 670. Fie w,, w,, w; centrele celor trei cercuri
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(fig. 228), « este centrul radical al cercurilor (0), (0"), (@) ; a, B, ¥
se gdsesc pe axa radicald a cercurilor (0), (0') (G.M.). 671. In pa-
trulaterele inscriptibile B,C'C,B si C,C'(',C avem <& C,B,C' =
=L C,BC', LC,C,C'=xC,CC’, deci < (,B,C" + XC,C,C"=90°
§1 C,se afld pe cercul descris pe B,C; ca dinmetru. De asemenea
B, se afla pe acest cerc (probl. 207). Fie (I',) cercul lui Taylor
(probl. 593) care trece prin B,, C, si analogele lor. Axa radicald
a cercurilor ('), (T',) este AC, iar a cercurilor (T,), (T,) este AB.
Deci axa radicald a cercurilor (I',), (T;) este perpendiculara dusi
din A pe linia centrelor, care este paraleld cu B’C’. Aceasta
dreaptd trece (probl. 231)
prin centrul O al cercului
circumscris (G.M. XXII).
672. Se considerd un cerc
(') concentric cu cercul

Fig. 228

inscris, care intersecteazd laturile ce pleacd din virfurile 4, B, C,
respectiv in perechile de puncte (4,, 4,), (By, B,), (C1, C,) si fie
(0,), (0,), (0.) cercurile tangente la laturile lui ABC in perechile
de puncte (4y, 4,), (By, By), (€1, Co). Avem A;,B,= A,C, ca coarde
egal departate de centru s1 AD; = AA,. Rezultd cd AB, = AC,
§1 deci A apartine axei radicale a cercurilor (0,), (O,). De asemenea
D apartine acestei axe, cici DB, = DC,. Dreptele AD, BE, CF
concurd in centrul radical al cercurilor (Q,), (G,), (O,) (G.M. XXXI).
673. Fie A,, By, C; mijloacele laturilor, A", B", C", A,, By, C,
celelalte puncte ale iniltimilor si medianelor siluate pe cercul
lui Euler, H,, H,, H; proiectiile ortocentrului pe laturile lui
A'B'C'. AA,B'A" ~ AA'H,H, deoarece SLC'A’A"=XA"A'B’ si
SA"A'B'=%A"A,B’. Rezultdi A"B:HH,=A"A,:HA’'. Dar
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A'B'=HA"=A4A" si HH,=HH,, deci AA":HH,=A"A:HA’si
NAA"A,~ANHHA'. Rezultd X HA'H,=<X AAA"=Y A,A’A" §i
dreptele A’H, $i A’A, sint izogonale in unghiul B’A’C’. (G.M.XXX)
674. Fie I, centrul cercului exinscris in unghiul 4, A4; mijlocul
laturii BC, D si E respectiv proiectiile punctelor 7 si I, pe la-
tura BC, iar D’ diametral opusul lui D in cercul (/). Virful 4
este centrul de asem&nare al cercurilor (/) si (). Deci punctele
A, D', E sint coliniare. Dreapta Al este paraleld cu ED’ si deci
trece prin mijlocul lui 4D (G.M. XXXIII). 675. Perpendiculara
in N pe Al intilneste laturile AB, AC in A,, A,. Fie B,, B,,
C., C, punctele analoge iar D, E, F punctele de contact ale latu-
rilor lui ABC cu cercul inscris. Avem NC,||DE, NB,||DF, deci
B.C,|EFsi EC, = FB,. 676. Fie A,, B,, C, mijloacele laturi-
lor triunghiului ABC (fig. 229). Punctele 4’, B’, C', A,, B, C,
sint situate pe cercul celor noud
puncte, deci MA' - MA, = MB-
- MC. Patrulaterul BCB'C’ este
inscriptibil, deci MB - MC =
— MB-MC; punctul M are aceeasi

Fig. 229

putere in raport cu cercul ABC si cu cercul celor noui punc-
te: el se giseste pe axa lor radicald, care este MNP.
677. Sz va observa cd in patrulaterul inscriptibil BC'B'C avem
HB-HB'=HC-HC'. 678. O este centrul radical al celor trei
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cercuri, dar .dupd problema precedenti HA-HA'=HB- HB' =

= HC- HC". Deci OH este axa radicald comuand. 679. Tn problema
precedentd, centrul cercului care trece prin A A’ si este ortogonal'ce'-
cului (0) se géseste la intersectia tangentei in A la cercul (0) ou

perpendiculara dusd prin mijlocul Jui AA’. Cele trei cercuri
avind aceeasi axd radicald, rezulti ci centrele lor sint coliniare

(probl. 633). Insa centrele sint mijloacele tangentelor AT,, BT,,
ct,, T, T, T, fiind intersectiile tangentelor cu laturile opuse.
Daci T este intersectia lui T,T, eu AC, se va ardta ca T,, T,
coincid, tinind seama de probl. 533. 680. Fie A,B,C, triunghiul
ortic (f1g ~230). Avem HX-HX'= HA- HA,, si din probl. 677
deducem HX:-HX' =HY-HY'= HZ-HZ'. Se mai observd ca
cevienele lui P sint- mediatoarele segmentelor'_X—f’ YY', 27
681. Coardele XX', BB, dau in cercul A BC: HX HX' HB- HB,
sise deduce HX - HX’ HY -HY' =HZ- HZ''Mediatoarele coarde-
lor XX’, YY' ZZ' trec respectiv prin mijloacele laturilor 5C, CA,
AB, centrele celor trei cercuri construite si sint paralele cu drep-
tele AQ, BQ, CQ. Deci centrul cercului se afli in @’ complemen-
tarul lui Q (omologul lui Q considerat ca ficind parte din triun-
ghiul ABC, in triunghiul median). 682. H are aceeasi putere fatd
de cercurile considerate. Axele radicale XX', YY', ZZ' trec,
deci, prin H siavem HX+- HX'= HY - HY' = HZ- HZ'. Aceste axe
sint respectiv perpendiculare pe liniile centrelor cercurilor cores-
punzitoare. Ele concurd in complementarul R’ al lui R si sint
respectiv mediatoarele coardelor XX', YY’, ZZ'. R’ este cen-
trul cercului XX'YY'ZZ'. 683. Cele patru laturi ale patrulate-
rului, prelungite, formeazd patru triunghiuri. Se ia unul din ele
se observd ca cele trei cercuri din problemd trec prin picioarele
indltimilor acestui triunghi si se aratd cd puterile punctului de
intilnire a indltimilor in raport cu cele trei cercuri sint egale.
Prin urmare, existd patru puncte, corespunzitoare celor patru
triunghiuri,/ care.au aceeagi putere in raport cu cele treicercuri.
Nu se poate deci (probl. 633) decit ca cercurile si aibd centrele
lor coliniare, ceea ce stim deja (probl. 533) si in acelasi timp si
aibd doud cite doud aceeasi axi radicald. 684. Rezultd din solutia
precedentd: dreapta in chestiune este axa radicald a cercurilor
descrise pe diagonalele patrulaterului complet format din cele
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patru drepte date. 685. Fie A’B’C’ triunghiul ortic (fig. 231),
AB,C, triunghiul complementar, H ortocentrul, a, b, ¢ punctele
in care perpendicularele duse din I pe /A, IB, IC intilnesc latu-
rile opuse BC, CA, AB si «, $, v mijloacele segmentelor Aa, Bb, Ce.
Dreapta lui Newton a patrulaterului format din laturile triunghiu-

Fig. 231

lui §i de dreapta abc este dreapta afy. S& considerdm cercurile
(), (B), (y) descrise pe Aa, Bb, Cc ca diametre. Aceste cercuri au

ca axa radicald comund dreapta /H. Deci dreptele /H si «fy sint
perpendiculare. HI ||0I;, cici trec prin puncte analoge in triun-

ghiurile omotetice ABC, A,B,C; (GM. XXXII). 686. Prima
metodd. Se presupune cd cercurile nu sint interioare. Fie A4’

o tangentd comund care trece prin S, T proiectia lui S’ pe AA’.
0,0, S, §' formeazd o diviziune armonicd, deci A, A4, T, § este o
diviziune armonicd. Mijlocul w al lui AA’ este situat pe axa radi-
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<ald si deoarece wA?=wT - S, teorema este demonstratd. A doua

metodd. Fie COD| C'O'D’. CC’, DD’ se intersecteazd in §; CD’,

C’'D in S'. Se considera patrulaterul complet CC’DD’SS’ avind ca

-diagonale CD, C'D’, §§' si se

aplici problema 683. 687. Se N/ o A
oo A M -

prelungeste EF pind inter- - o<

secteaza latura AD in M (fig. -

232); de asemenea se prelun-  , AT T £

geste GF pind intersecteazd pe P 2

BC in N. Deoarece EF | BD g

§i C?FH AC, unghiurile gME, ¢

51 GNE sint drepte, iar EGMN  4¢

inscriptibil, centrul cercului % g 4 g

fiind mijlocul @ al segmentu- Fig. 232

lui EG. Sa cdutdm axa radicald a cercurilor (0)si(w). Pentru aceasta
cdutdm centrul radical al cercurilor (), (0) si (0,) de diametru OB.
Axa radicald a cercurilor (w) si (0;) care au punctul £ comun,
se obtine ducind din E perpendiculara pe w0, sau pe BF, w0, ||BF.
Intersectia tangentei in B la (O) cu perpendiculara din E pe BE
este centrul radical P, deci apartine axei radicale a cercurilor
(O) 5i (w). La fel se aratd cd Q apartine aceleiasi axe radicale.
PQ este axa radicald a cercurilor (0) §i (o) si este perpendiculara
pe OF. Deoarece PQ | OF, rezulti ci PQ |CD (RM.T. b. V).
688. Dreapta P M intilneste cercurile e (C), (0') in V', N 1ar cercul (0)
din nou in L. Avem PM- PN'= PA?, dar PM- PL=PA - PB=

= PA2, deci PM- PN'=PM- PL. Apoi PL=PN si PN=PN’,
deci NV si V' se confundd. 689. Se proiecteazd Q in I pe PG (fig. 233)

4 2 _ g

00 . //’//

o)}
£ 7 -
A —H#A
P
F
Fig. 233

§i se observd cd in patrulaterele inscriptibile JQPE si IGQD avem
I EPG=< IQG= < IDG, deci I este pe cercul ABCD. Rezulti
¢d BC, QF si GP sint axele radicale ale cercurilor ABCD,
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QFBC, QIPF luate doua cite doud; aceste axe se intilnesc in cen-

trul lor radical H. 690. Se duce prin M o coardi MQ paraleli
cu AP si se aplici teorema lui Ptolomeu patrulaterului A PQM

observind c¢& AQ =PM, QM= PB. 691. Din OA - OP=R*=0M?,
deducem AOA M~ AOMP, deci XOAM=<OMP. Dacd M’ este
simetricul lui M in raport cu(A) avem AOPM~AMPM' ca avind
toate unghiurile egale. Deci MP :0P=MM' : MP =2MN :

sau MP? : MN=20P=const. (G.M. XXXIII probl. 3576). 692 Se
va observa caAABD~AADF AACDNAADF deci AD2=

= AB AF=AC-AE,AE: AB=AF:AC R':R=AL -AF: AB-AF =

—AE- AF:AD% 693. Se duce prin A si B un cerc care inter-
secteazid pe (0) in C, D. AB, CD se intilnesc in £, din E se duc tan-
gentele EF, EG la (0). Avem EF*=EG*=EC- ED=EA-EB, deci
cercurile A BF, A BE raspund la problema. 694. Fie B’ simetricul lui
B in raport cu (D). Se duc prin B, B’ cele doud cercuri (probl. 693)
tangente la cercul descris din 4 ca centru cu [ ca razi. Fie M centrul
unuia din aceste cercuri. M raspunde la problem4, cdci AM trece

prin punctul K de contact al cercurilor si AK = 1= AM +
+ MK=AM-+MB. 695. Se va aplica problema precedentd. Cel
mult doud solutii, care in realitate nu sint diferite intre ele. 696.
Fie O, O’ centrele celor doud cercuri. Se duc doud diametre
AOB, A’'O'B’. Dreapta AB’ intersecteazid cercurile (0) si (0)
in D si C’, iar dreapta RA’ intersecteazd aceleasi cercuri in C
si D'. Dreptele AC, A’C’ se intersecteazd in M, iar BD si B'D’
se intersecteazd in IN. MN este axa radicald cerutd (G.M. XI).
697. Se va observa ci OE+ED— O_C——I—CTB— deci OF— OC= a—b.
Apoi OE : 0C=0A : OE=(0A—OE): (OE—O0C)=b : (a—b), deci
OE: b=0C: (a—b)= (a—b): (2b—a), OE= b(a—b) : (2b—a), OC =
=(a—b)2: (2b—a), AB=2b%: (2b—a), AC=(a*+2b*—2ab): (2b—a).
698. Se proiecteazd D in M si N pe J BC si AE. Avem AD*=AFE?+
+ DE242AE-EN, BD2—BCZ+CD2:|:ZBC C M, semnul depinde de.
XC=<%E. Se va observa ci MC: NE=DC: DE, deci DC- BC-
-AD*—DE-AE- BD*=DC- BC (AE2+DE2)—(DE AE(BC*+
- CD?*= const, relatie de forma o+ AD*—B+ BD? = K?; locul lui
D'este un cerc (probl. 532, 583). 699. Fie Oz | Oy, pe Oz luim OA =a,
OC=c si pe Oy, OB=b. Ducem AD,|BC, D,D,| BC, D,D,|BC,
D3D, | BC etc.; Dy, D,, Ds,...,D, se gisesc alternativ pe Oy si
pe Oz. Se va observa cd b: ¢c=0D,: a= 0D,:0D,=0D;: OD,=...,
deci OD,=a(b: ¢), OD; = a(b : ¢)?, ..., OD, = a(b : c)*. 700. Cen-
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trele 0, O’ ale cercurilor se gisesc pe bisectoarele Az, Ay ale
unghiului BAC. Se va observa ci punctul /, unde se intilnesc per-
pendicularele ridicate in B §i C pe AB si AC, este mijlocul lui
00’'. Din I se duce o perpendiculard pe BC care intersecteaza
pe Az, Ay in O si O'. 701. Dintr-un punct P, luat pe un cerc,
ca centru, se descrie un arc arbitrar, care intersecteazd -cercul
in A, B. Din A si B ca centre se descriu arce care si treacd pfin
P si care se intersecteazd in C. Din C ca centru si cu ¢'P ca razd
se duce un arc, care intilnegte primul arc construit in £ si F.
Arcele descrise din E §i F ca centre i trecind prin P, se intersec-
teazd in centrul cdutat O (G.M. IV). 702. Dlagonalele AD, BE
se intilnesc in ¥, AD si CE in G. Se va observa ci AG =BC= FD.

Apoi din AD:FD = EB:FB = AG:FA se deduce FD*<=AD-AF =
= B(C? Asadar se iau arbitrar diagonalele; laturile se gisesc im-
partind diagonalele corespunzidtoare in medie si extremd ratie.
703. Se ia BC,# CC’ §i se observa ca BB’:BC,=const. E, mijlocu}
lui B’Cy, descrie o dreaptd. M, mijlocul lui B’C’, descrie o dreapta
paraleld cu BE. P este 1ntersect1a cercurilor AB’ C’', ABC. Se ob-
servd cd triunghiurile BB'P, CC’P sint asemenea, PB:PC =
= const si deci P este fix. Cercurile AB'C’ au deci aceeasi axa
radicalé, dreapta AP (G.M. XIX). 704. Fie C, si C, proiec;iile
lui D pe BC. Dln relatule HB HD HA HC KC-KC,=KB, IxB

IC -IC,=TD 1D, se deduce ci H, I, K sint pe axa radicali a cercu-
rilor descrise pe 4C si BD ca diametre (G.M. XVIII). 705. Per-

pendiculara coboriid din A pe T7T’ o intilneste in p si intilneste
din nou cercul ABC in R. Fie R’ proiectia lui R pe BC. Construim
pB|| BB, pyl| RC, astfel ci figurile A[ﬂpy, ABRC sint cmotetice.

Ducem AX'||BC, XPX' | BC. Fie z punctul de intilnire a drep-
telor YZ si By. Deoarece R este pe cercul ABC, p sé afld pe cer:
cul ABy. Deci X pyz=<L pyP=<xpAB=<pAZ. Punctele 4, Y, p, Z

P, X’ gisindu-se pe cercul de diametru A P, se deduce cid patrula-
terul Yxpy este inscriptibil. {pxy:pr=180°——§:pYA={pX’A,
deci pzX' este o dreaptd. Fie D punctul de intilnire a dreptelor
Xz §¢ pS; Dp:XX'=pz:2X = raportul distantelor de la p si
A la By = raportul distantelor de la R si A la°BC si egal (u
RR':XX'. Deti Dp=RR’=pS si D coincide cu S (probl. 2£0).
A’ fiind piciorul indltimii din A4, fie p” punctul de intilnire aldrep-
tei pS cu cercul A4'p. Patrulaterul Xpp’X’ fiind un trapez iscs-
cel este inscriptibil. S& notdm cercurile XYZ, X X'pp’, AYpZF X",
respectiv cu L, M, N si fie 2’ intersectia cercurilor L si M. Axcle

263



radicale ale cercurilor L, M, N luate doua cite dou sint dreptele
Xz', X'p si YZ. X'p, YZ trec prin z. Xz’ va trece tot prin z st
deci prin S. In sfirsit din cercul Xpz'p’X’ deducem SX-Sz’ =
= Sp-Sp’=dublul produsului distantelor de la centrul cercului
circumscris O si ortopolul § la dreapta T7". 706. Din problema
precedentd se deduce cd cele patru puncte au puteri egale in
raport cu cercurile descrise pe diagonalele patrulaterului ca diame-
tre. Deci ele se gisesc (probl. 683) pe axa radicald comuni celor
trei cercuri, dreaptd pe care se afld si ortocentrele celor patru
triunghiuri (probl. 684%). :

XI1. 707, Se poate aplica problema 571. 708. Fie DP axa ra-
dicali a cercurilor cu centrele in M si N (fig. 234); DP | MN,
deci coincide in directie cu AD. Avem AP-AD=puterea lui A
fati de cercul (M) si este AM?—MD?®. Fie AO = a, atunci
AM*=AD*=4a?. DM*<=DB?=1[5=3a?% deci AP-4D = a% si cum
AD = 2q, rezulti AP = a/2, adica P este mijlocul lui AD. Rezulti
de aici constructia care determind mijlocul unui segment numai cu
compasul. 709. Avem BC-BD=R?;, BD—BC=R, deci l,,=BC,
lis=DBD. 710. Fie AA,A,B, BA;A,C patratele construite pe latu-
rile consecutive AB, BC ale hexagonului. Triunghiul BA,4, fiind

echilateral, rezulti ci virfurile
Ay, A, As, ..., Ay, sint virfurile
unui dodecagon regulat. 711. Fie

Fig. 234 Fig. 235

A Ay=ly, 81 A Ag=1liy (fig. 235) 3 A,A5=1,. Se duce AsA;|| A,A,. Tri-
unghiul Aj444; fiind echilateral, rezultd Ajdg=1;,. 712. Se taie
banda dupd CD si AE (fig. 236, a), se desface nodul si banda in-
tinsg’ di fig. 236, b. Avem MN= NP, NP=RR', apoi
PQ =P N =QR, QR=NN, MN =PN, PQ = MM,
Q'R ="QP. Se observd ci X MN'N = P'NN', & MNN' =
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=< P'N'N, <X N'PP' =< QP'P, <X NPP =< QPP,
X POQ'= @:BQQ, X PO Q= RQQ'. Deci MNP'N', N'PQP',
PQR'Q’ sint romburi iar N'NPP’, P'PQQ’ trapeze isoscele.
NPQ'P’" este paralelogram, AN'MP este isoscel, deci X NPN'=
=X NVNMN', ANNNP=ANM'M. Deci JN' este bisectoarea
A NMM, rezulta cd A M’ M N’ esteisoscel. Laturile pentagonului din
fig. 236, b sint egale. Fie st M'NN'=q. In triunghiul MNN’' avem
31_180‘3 «=36°. Fiecare unghi al pentagonului este 3«=108°, deci
este regulat (RM.T. XIIL 2). 713. Fie [, sil’, laturile poligoanelor
inscrise si circumscrise cu n laturi (fig. 237). Din triunghiul
2 2

2RI,  deci Kz_ll _J4R —b
JeRT— A 2R
Aplicind formula care dd latura poligonului cu un numar dublu
de laturi: Iy, =V R(2R — J 4R2—[2) ,obtinem /3, = —%, deci

’ ViR _E,
lon Iz R2_ 12

R = I,Lz"iﬁzﬁ,ﬂ Inlocuind aici pe ly,, rezults usor relatia din

enunt. 714. Pornind de la hexagon se va aphca de doua ori for-
mula care di latura unui poligon cu un numir ‘indoit de laturi

dreptunghicOA 4, rezultd [=

Se va g351v2—]/2 +43. 715. Fie ABCDE pentagonul, BD, CE
cele doud diagonale, care se intersecteazd in F (fig. 238). Se duce
FGHCD care intersecteazd pe BC in G. Se va observa ci BG&=
=GF=FD, BF=BC. Din BF:BD=BG:BC se deduce BF:BD =
=FD:BF. 716. Prima metodd. Se duc doud diametre perpen-
.diculare, MN, AP (fig. 239), , apoi 0D PN. BDC|| MN. V. Triunghiul
ABC este echilateral caci BC trece prin mijlocul lui OP. A doua
metodd. Se duce diametrul AP. Pe OP ca bazi se construieste
un triunghi oarecare QOP. Se duc ORHQP PR||00, QR trece
prin mijlocul 7 al lui OP, BIC | OP. ABC este triunghiul
cerut. 717. Se aplicd teorema lui Ptolomeu u patrulaterului ACDE ;
AD-CE=AC-DE+CD-AE, insi CE=AC, DE = CD = 4B,
AE = AD, deci AD- AC=AB(AC+AD), care este sub altd formi
relatia cerutd. 718. Bisectoarea unghiului BAO intilneste pe a
unghiului AOB in O, i pe OB in 0. Se va observa ci 00,0, =
=<00,0,. Vom avea in jurul lui O opt triunghiuri isoscele egale
cu triunghiul 00,0, b=00, || 2—+2. nsi 00;:04—0,B:AB—
=OB:(0A + AB) i decarece OA =O0B = a 422, 00, =

= a(2—v2)/2, b=a (2 ¥2)%2/2,719. Incepind dintr-un punct A al
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Fig. 237




cercului (0), se iau punctele B, C, D pe cerc, asa ca AB = BC =
=CD=04 4 (fig. 240). D este diametral opus lui A. Din 4 ca
centru cu AC ca razi si din D cu DB ca razi se descriu doud arce
care se intretaie in E. OL este latura pitratului inscris in
(0), cici OE2=DE?*—O0D?, insi DE=BD = latura triunghiului
echilateral =04 -3, deci OE=0A -V2. 720. MN intersecteazi
pe AB in P, pe BC in R (fig. 241). Din masura unghiurilor se
\

Fig. 242

deduce ca X ABC=90°, & BRP=< BPR=45°. Fie e Q mijlocul
lui PR, I al Wi BN; BQ] PR, BQ=RQ=0QP, IQ IN=IB,
insd XINQ=<IQN=30°, deci XIQB=60°, IB= IQ BQ si
PR=BN;dar BN este latura dodecagonului, deci si PR (G.M.II).
721. Fie 4B latura pentagonului inscris in cercul (0) 4’ diametral
opus lui 4, BC latura decagonului, C este pe arcul BA'. OC in-

tersecteazd pe BA’ 1n E. Fie / mljlocul lui AB. Se va observa
ci O = %A B= — (BE+EA (BC+0A ). 722. Fie AB,

BC, CD txei laturi consecutlve ale unui decagon inscris in cercul
de centru 0. CO se intersecteazi cu AD in M. Triunghiurile
CDM si MAO fiind isoscele, rezultds AD=A04CD. 723. Fie 4,,
Ay, As, Ay, Ag, Agy Aq, Agy, Ay, 410, Ap, Ay, virfurile dodecago-
nului regulat convex, inscris in cercul de razi O4,. Cum dintre
numerele inferioare lui 12 numai 5 si 7 sint prime cu 12, iar
7 4+ 5 =12, rziese cd avem numai un dodecagon regulat stelat cu
latura A,A,. Fie I intersectia dreptelor AAq si Agds | In triun-
ghiul dreptunghic A;444, iniltimea este Agl si A Aq:Agl =
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= A1A7 :A6A7 sau AIAG'AﬁAq = 14—31—'14.1147. DaCé R este raza
cercului, atunci Ag/ = -%AGAs =3 R; AjA, =2R s avem
AAg-AgA; = R? (GM. XXIX). 724. Se descrie din B ca centru

un cerc de razi BA=BC (fig. 242) din C cu CA ca razi un cerc
care si intersecteze pe primul in 4 si E; E se giseste pe AB si
AB = BE; din E si A ca centre cu EA ca razi se descriu doud
arce, care se intersecteazi in F. Din C cu CF ca razi se descrie
un cerc, pe care se ia FG=GH=HM=CF. M este pe BC. Din A
cu”AM ca razi se descrie un arc care intersecteazi ultimul cerc
in M si N. AMN este triunghiul cerut. Va fi destul si se arate
ci AM=MN. Se va pune AB=BC=a, AM?=a®+ MB*=a’+
+(@a—CM)?, CM=CF= BF—a=av3 —a, AM? = 4a? (2—3),

MN:=2C M?=4a%(2 — 3). 725. Fie AB latura decagonului stelat
AC a pentagonului. Dacd D este mijlocul arcului BC, BD = DC
este latura poligonului cu 20 laturi. Se ia pe AB, AE = AC;
AD fiind perpendiculard pe mijlocul lui CE, DE = DC = BD,
X ABD=45°=X BED, deci < BDE=90°, BD v2—BE = AB —
—AC. 726. Se va nota latura poligonului cu a, diagonala 4,,,; 4,=
—=A,A;=A,As = ..=d. Aplicind teorema lui Ptolomeu patru-
laterelor A, Ap,1A1A", AgnA1AA7, A1A,AA°, A,AzA,A° ..
vy Ay oA, AJAT 81 A, A A'ALy,, gdsim d- R=aa,, da, =
:a(23+a2)1 da2=a (a1+a3)7 da3=a’ (a2+a’4)1"' ) dan—lza (a‘n-z +
+a,) si da,=a(a,,—a,) si decid(B—ay+a,—as+ ... F apy +
+a,)=a(a;—2R—a,+a,+a;—ay—ay+ ... L a, , +a,F a,, F a,),
deci (d+2a)(R—a;+a,—az+...+a,)=0. 727. Fie « unghiub
sub care se vede din centru latura lui P, 2« va fi relativ la Q.
Daci P este convex, 2na=360°, deci n-22=360°, ceea ce aratd ca @
este convex. Dacd P este stelat de speta p, atunci 2na=p - 360°,
p si 2n fiind prime intre ele. Atunci n-2a=p-360°, p si n vor
fi prime intre ‘ele, deci Q va fi stelat de speta p. 728. Se vor
aplica formulele a, = (a + r)/2, r, = Va,r, observind ci pentru
patrat latura este de 1 m, deci apotemaa = 0,5m, razar=+v2/2m=
= 0,707 m. Se va gisi pentru octogon a1:0,603 m, r;=0,663 m
si pentru poligonul cu 16 laturi a,=0,628 m, r,=0,640 m. Fie q,,
r, apotema si raza poligonului cu 4-2* laturi, unde trebuie si ne
oprim, ca si avem R, —a,<0,001 m. Deoarece ri—a, < (r;, —
—a,): 4 '<(r—a): &*, va fi de ajuns ca (r—a):4*=0,207 m: 4* <
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. 0,001 m sau 4* > 207, este de ajuns a se lua k= 4. Vom
putea s ne oprim la poligonul cu 4-2*= 64 laturi.
X111, 729. 2§ = a-h,=b-h,= c+h,. 730. Se inlocuiesc in
S = be/2 catetele b, ¢ in funct,le de m,, mc 731. Din triunghiurile
ADB, ADC (tig. 243) deducem h*=cB, h*=ba, de unde c= hZ/B;
_ h2/a iar din triunghiul ADE, h2=a2—}— g2 732. Fie 4, B,C, D
si A’, B’, ¢', D' virturile paralelogramului si dreptunghiului in
acelasi sens. A'C'||BC, B'D'||AB (probl. 78). Diagonalele
A’C’, B'D" sint egale cu a—b;a> b, A, i D sint picioarele perpen-

dicularelor din 4 §i D’ respectiv pe BC si A’C’; O fiind intersectia
diagonalelor, avem AABA; ~AD 0D1,

A4, b R 2 ——  h(a—b)

— = ; —— = ; D'Dy=——"; §=ah
D'D, (a—b)2" D'D, a—b 2b
—h)2
s = M: S:s = 2ab:(a—b)%
2b

. —_ ——— 2
733. Laturile triunghiului fiind a, b, ¢: 0,D*—=0,0°—0D*— (%) _

—=p\2 T _____
- (b 20) =T, T? (fig. 244). 734. 2Rh,=bc (probl. 92), 2Rah,=abc.

Fig. 243 Fig. 244

735. Fie I centrul cercului inscris, aria AABC=aria A BCI +
4+ aria ACAI+aria AABI. 736. Fie A'B’C’ triunghiul ortic al
triunghiului ABC (fig. 245), O centrul cercului circumscris triun-
ghiului ABC. Fie a’, b’, ¢’ laturile triunghiului ortic. = Avem
04 | B’C’. Atunci aria patrulaterului ortodiagonal AC'OB’' =

=ﬁ#—=%3-a’; analog ariile: (BA’OC’):%Rb’;
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(CB'0A")= %Rc’. Adunind, avem S=p’'R. 737. Aria AABC=

=ariaACAI,= + ariaA ABI,—ariaA BCI,, 1, fiind centrul cer-
[, 2__(h_p)2
cului exinscris in unghiul 4. 738. £=0,0;—0,[? :'w =
__(a+b—c)(a—b-+c)
4

care introduse in expresie dau!2p(p—a)(p—b)(p—¢), p=

(fig. 246). In mod analog obtinem # si 3, valori

a+b+c )

’ 2

Fig. 245 Fig. 246

739. a-+b+c>2; p>a. Aria triunghiului S— “2}14

= pr; ha=

— 2P, b, > 2 analog h>2r; h>2r; adunind inegalititile,

a
avem h,+h,~4-h,> 6r (R. M. T. 1924). 740. Se va aplica probl.

Fig. 247 Fig. 248
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735 si 737. 741. Din S=+p(p—a)(p—b)(p—c) si probl. 735 si 737.
742. Se ia pe AB§i AC, AB,=A'B’, AC,=A'C" (fig. 247) si se
observd ci aria AABC: aria A AB,C = AB:AB,; aria A AB,C:
‘ariaAAB,C, = AC:AC,. 743. Se iape AB, AB,=A"B’ si pe prelun-
girea lui CA, AC;=A'C’ sise observi ci aria A ABC: ariaA ABC,=
= AC:AC,; aria AABC,: aria AAB,C,=1B:AB,. 744. Daci in
doud triunghiuri dou unghiuri sint egale sau suplimentare, rapor-
tul ariilor celor dou# triunghiuri este egal cu raportul produselor
laturilor cé formeazd aceste unghiuri. Astfel avem (fig. 248)
aria AAB,C, by(c—c;) aria ACA;B, a,(b—b,) ariaABC14,
s be S b 'S
=c1(a_—al). De asemenea ariaAAB'CY _ by(ct-¢y) , ariaACA'B' _
ac S be - S
—ale+hy) si aria ABC'A” _ ?1(a+a1) . Deducem: aria AA’B'C'—
ac S ac

_ ariap A,B,C, = 28 (i’i +b—b‘ + EL) (RM.F. 1952). 745. R,
a Cc

746. Se va observa ci aria A MBC: aria AABC=MA":MA'etc.
i se va face suma. 747. Indltimile intersecteazi cercul circum-

Fig. 249 Fig. 250
seris in A”, B”, C" (fig. 249); avem BA'-CA'=AA’-A’A" =
=AA™HA" (probl. 231). Se va aplica apoi problema prece-
denti relativ la'H. 748. A B,FD ~ A BA'C' (fig. 250),
X A'BC =% ACB=<XC, X B,DC=< B,CD=<x C; BA/
|| DBy,. Se arati la fel BC'|| FB,, iar FD|| A'C’ ca
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perpendiculare pe diametrul OB. Avem B,D = b/2, BA’ = b rapor-
tul este 1/2. Rezultd (¢’ 4 b’ + ¢’') R=2(DE+EF+FD)R=4S:
abc=4RS=(a'+b'+c') R%. 749. S=
=04,(04,+ A,B,) + 04,(04, +
1E, _ PA, _Od 55
_ AB,  PA, OA2

X AyBy=0A,- A, B;,deci S=0A4} +
+O0A% + 204, A,B, = 0P? (G.M.

Fig. 231 XXX. 1). 750. a) Din aseminare
A D A AC AE CE = AB-AC
avem — =——= ; —=—=—; BD="—"__S";
BC AC AB C AC 4B BC
- [ 2 2 2 2
CE=A48-4C pr_ A+A =‘E+/£ AB_+_AC—,BD+
BC BC BC BC

+CE+DE— (_A;TC)_ sau AB+AC—| BC(BD+CE+DE)-b)
C

AB2—|—AC2 Bz—}-ACZ-}-BC-

e 2 BC

—hZ(ABZ—}-AC?—}—BC2 J4s; 4sS=h2(AB2+ BC*+CA?). 751. Fie D, E

mijloacele coardelor A AT, BT.Din n triunghiurile dreptunghice 00, T,

00,T avem 0D=r?:.00, ; OE=r*:00,; DT—rr1 :00,; ET=rr,:00,;

003 =r2+1%; 003 = ri+ri. a) Patrulaterul inscriptibil ODTE da
XODE=JOTE si deci=<00,T, de unde AODE ~ A00,0,,

raportul de aseminare fiind OD 002—r2 00, -00,=DE:0,0,.
Rezulta DE = ri(ry +rg) ¢ 00, 002 Raportul ariilor este
(ODE) : (00,0,) = OD* : 00 = r* : (00,- 00,)?, deci (ODE) =

=% r5(r1+rz):(001-002) . Aria patrulaterului ODTE, compus

S— = (BC+DE) h=— h( —}-B—C) 2h2

din doud triunghiuri dreptunghice, este (OD TE) =—;— re ( 5%" +
1
+ Or—OZZ ) Deducem (7TED)=(0ODTE)—(ODE)= %rsrlrz(rl—!—rz):
2
:00%-00%. Dar (TAB)="4 (TED) si obtinem expresm din enunt.

b) % TMN=% PLLLE MJ;"”C MT _ 00,7 lafoler TN M~
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=<00,T, deci ATMN ~ A00O,. ¢) AATN ~ AOTO0,, de
unde deducem TX=2r;r,:00,; analog pentru TM. d) Distanta

de la T la AB se poate calcula sau din asem#narea lui TMN si
00,0, pornind de la raportul indl{imilor, sau din TAB céruia ii

cunoastem aria si baza AB=2DE. Obtinem d= 2rryry 001 -00,
(R.MLF. II). 752. Caz particular al problemu 746. AA’ = BB’ =

= ('C". 753. Se va descompune poligonul in triunghiuri avind un
virf in 3/ si ca baze laturile poligonului. Suma este 25: a, S fiind

aria, a latura poligonului. 754. AF trece prin mijlocul laturii DE
(probl: 475), deci triunghiurile AFD si AFE au baza comund

si inaltimile egale. 785. Se iau CM =BC/3(fig.252),CN =CD/3
756. Se va observa ci AF: BF = CE : AE si cd aria AAFE :
anaABFD AF:BF, aria ACDE : aria AAEF = CE : AE. 757.
Se duce PNQ|| AD (tig. 253), care_intersecteazi pe AB in P, pe
A 0

252 Fig. 253

CD in Q. Se va observa, transportind virful NV in P, cda NAD
este jumatate din paralelogramul APQD, AMD jumitate din
ABCD, deci MND este jumatatea lui BCQP, intocmai ca BCN.
758. Fie A’B’C’ transversala triunghiului ABC. Avem aria
AAB'C’ : aria ABC'A' = AC'-C'B’' : BC'-C'A’, aria ABC'A’ :
raria ACA’'B'=BA"-A'C’': CA’'-AB’, aria ACA'B":aria AAB'C'=
= CB'-B'A’: A’B' : B'C". Fie AA’, BB', CC’ dreptele concurente
in 0. Avem aria ACOA’ : aria ABOA'= —CA': BA’, aria ABOC" :
:aria AAOC' = —BC': AC’, aria AAOB’ :_zg_ia&OB’j ——_A_B’:
:CB. Insi aria ACOA’ : aria AAOC' =O0C -0A" : 04-0C, ...
759, Se va adiuga de o parte si de alta suma: aria ACFG +
+ aria AADE (fig. 254); va trebui deci sd se demonstreze cé
aria AACD = aria A BOC + aria AAOD. Se duce OP|AD pina
ce intilneste pe CDin P si se va observa cd AOAD este echi-
valent cu AAPD AOBC cu A BPC. 760. Aria pentagon EGOHF =
+aria patrulater ECDF—aria A HDC—aria A COG=aria AADCH
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+ aria A BDC — aria A HDC — aria A COG = aria A ADC —
— aria HDC—aria A BDC—aria COG=aria A AHD+-aria A”DOC—l—
— aria ACBG (fig. 255). 761. Se proiecteazd A, Cin A", C” pe Oz

Y/ A
0 ‘l
7 Vi 1’,‘
407 £l 4
Fig. 254 Fig. 255

{fig. 256), AA’ si CC" se intilnesc D pe BB'; aria AA"C'C =
= aria AA’C’C. Lisind la o parte aria comuna ACD, va trebui si se
demonstreze cd aria ADCB’ = aria ADC"A"” sau aria AADB' =
= aria AADC". 762. Fie A’ proiectia lui A pe CB (fig.257). Din pa-
trulaterele inscriptibile AyBA’, ABCA’ se deduce cd A'y| B,
A'B| Ca. Adaugind de o parte side alta aria AaQB + aria AaPC
va trebui sd se demonstreze ci

aria A aBC=aria A aBy +aria A aCB,
ceea ce se face transportind
pe B si y in A". 763. nR?:6.
764. Fie h,, h,, h, inidltimile

-7/
o

4 A@_—E /

N\,
AN

X——
- S ==
A" )
d
J‘ ~
g 4" " Az

Fig. 256 Fig. 257

triunghiului ABC si M,, M, M, distantele de la M la

BC, CA, AB. Avem h,: M, = AD: MD si alte doud relatii

Mi) ME MF 1
——— O n-

1 .M=ha' ,M=']—:) Mc=hc
analoge a =5 v (1 75
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tind respectiv cu a, b, ¢ si adunind, rezultd relatia din enunt.

765. Fie BC =a, CA =b,AB = ¢; —2b2+ 5 c2=5a2 lasind
la o parte ariile comune, rezulti teorema. 766. S=2R?: 3. 767. Se va
observa ci aria AABC : aria AAPC = B_C PC, aria AAPC:
:aria A ADP=AP+PC:AD-DP (probl. 744); aria AADP :
:aria A ADE=DP-PA:DE ‘EA,ariap ADE: avia A ABC=AD-AE:
:AB-AC sise vainmulti. 768. Fie BC=a,C A= =b,AB=c,aria A ABC=
=3S; ax:a=by:B=cz:y=2S5: (oc—HH—y) (z, ¥, z se numesc coordo-
nate triliniare normale absolute ale punctului M, iar «, B, y
coordonate baricentrice ale lui i M). 769. Fie mn| BC, pq| CA
rs|AB; q,r pe BC; n,spe CA; m, p pe AB; aria A ABC =
= 2aria A Amn=2aria A Crs=2ariaA Bpg,decimrn= Bq—Cr mb=
=cn=Br=Cyq. Aria A Bpg: aria AABC=1:2= Bg2 BC% bc = mn—
—mb—cn=3Bg—2BC= (3— 2 ¥2)- BC : v2= (y2 — 1)2BC: V2,
aria Agbe: aria AABC=(V2—1) :2 (G.M.I). 770. Aria A B'AC" :
:aria A ABC=m(1—m)=aria AC'BA’:aria AABC=ariaNA'CB’:
:aria AABC. 771. Aria AA'B'C'=(3m*—3m+1). aria A ABC.
772. Se observi ci ariaA ABB’: ariaA ACC'=AB-AB:AC-AC'=1.
AA’, BB', CC' intilnesc laturile BC, CA, AB in 4y, By, (.
Aria ABAA’ aria ACAA'=—BA,:CA,, se va deduce BA,-CB;x
X AC,= —CA, BC,- AB,. 773. Fie S aria constanti a tri-
unghiului ABC, d,, d, distantele punctului fix A la dreptele (4,),

(A,) (fig. 258). a) S = aria AAEC— aria ABEC= %[E-_C cdy —

— EC(dy —d,)] = d,EC|2, care arati ci EC este constant. La fel
b) S—aria A A BD+ ariapA BCD—[BD-d,+ BD(dy—d,)}/2—=dy BD]2
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care arati ci BD este constant. Reciproc, daci EC si BD
sint constante, din a) si b) rezulti cd S este constant (R.M.T.
1935). 774. B,C,=a=b+-c, C,Ay=B=c+a, A, B,=y=a-+b, «<p+
+v, ad-B+y=4p, S= V2p(2p—)(2p—B)(2p—v)= v2pabc. 775. A’
fiind proiectia lui A pe BC (fig. 2569), perpendiculara IK se va gisi
in triunghiul AA'C, cici b > c. Va trebui ca a-AA’=2CK-IK,
IK:AA'=CK:CA', CK= Va-_(:‘z’:2, c2=qa2+b2—2a-CA’, deci
CK = Ja®b*—c?2. Constructie: se descrie pe CA’ cadiametruun
semicere, perpendiculara pe mijlocul Ilui “BC il intilneste in M,
CM = CK. 776. Fie AB latura patratului inscris in cercul (0),

(fig. 260), C mijlocul arcului AB. OC intersecteazi pe AB in D,
iar tangenta in A la cerc in E. Triunghiurile 0AC, OAD, OAE sint
fiecare a opta parte din octogon, din patratul inscris §i din cel

circumscris. Aria AOAC : aria AOAD = OC : 0D, aria AOAC:
:aria AOAE=OC:OE, (aria AOAC)? : aria AOAD - aria AOAE=
= 0C?: 0D-0OE=0A?:0D-0E=1. 777. Fie F piciorul perpen-
dicularei din P pe OB. Din triunghiurile dreptunghice OPS siOPT,
avem OP?=OE-0S, OP*=0F-0T. Ficind produsul egalitatilor
OP*=Rt = QE-OF -0S-OT = (2 aria AOEP)-(2 aria ASOT).
778. Se construieste dreptunghiul V4

CABS (fig. 261) si se duce bisec-
toarea AE a unghiului A, mir-
ginitd in £ la MS. Se va observa
N A
4
///
! S
5 — “
7 S
£
»
Fig. 260 Fig. 261

i AS=BC=AM, AE | SM, BP=SB, AP=AN, N este pe SP,
SP 1 SM, aria AMNP=NP-ES=AN-AP=(b—c)* (GM. II).

779. Aria ABCR =ﬁP‘é-Iﬁ?= ! (b—c)z. 780. Cind b=c.

9 9
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781.Dreapta ciutatd intersecteaza pe BC in D (fig. 262), perpendicu-
larain A pe A B’ intersecteazd pe BC in D'; fie & mijlocul lui DD’,
M al lui BC. Daci triunghiurile ABB’ si ACC’ sint echivalente,
atunci si triunghiurile D’BB’, D'CC' sint echivalente, deci

Fig. 262

BD'-BB'=CD’-CC’ sau BD'-BD=CD'-CD; insi BD'-BD=
=(Bo+wD)- (Do—wB) =0A’— B2, CD'- CD=wC*—0A?, deci
20A?=6B?+wC? §i deoarece wB?+wC?=20M?+2MB?, avem
wA?—oM?=MB? Deci » se afli la intersectia lui BC cu o per-
pendiculard cunoscutd pe A M, de aici rezultd si D si D’. 782, Fie
AB =AC=b, BC=2a, AA'=h, BB =CC' =W, 1IA" =r,
ar-+br=ah,decia : r=b : (h—r) =h: V(h—r)2 —r2=h : Vh(h—2r),de
aici a si b, bh' = 2ah, deci h'=2hr : (h—r), R=0b%: (2h) =(h — r)%:
:[2(h—2r)], S=h?: YR(h—2r). 783. Se va observa ci aria AABN :
:aria AABC:A_N—:/E'—, aria ABCP : aria AABC=BP:AB. Se
va aritaapoi ¢ AN:AC = BP:AB din AANB~ACNE si
AAPC ~ ABPD (GM. 1I). 784. Aria AAPC : aria AANB =
=AP-AC:AN-AB,AP:AB=b:(b+c), AC:AN=(b+c¢):c,
ariaA ASC: ariaAASB=SC:SB, insi SC-NA-PB=SB-NC- PA,
de unde SC : SB = b%:c% Aria A NOC : ariaA POB =ON-OC :
:0P-0B, insi ON:0B = NC :¢, OC:OP = b : BP, aria ANOC:
:aria APOB=(b:c) (NC:BP), NC : BP=10%¢2 785. Fie M
intre B si mijlocul D al laturii BC (fig. 263), atunci N se gi-

seste pe AC. Se va observa ci triunghiurile MNC si ACD sint echi-
valente, deci ND || AM. Constructie: se duce BE|AC, CE| AB,

AE intersecteazd pe BCin D; se duce DN|AM, MN este dreapta
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ciutati. 786. Fie AB' = AC" = BC =a,BC = BA"=CA =15,
CA'=CB"=AB=c, S= aria AABC, S,= aria A’A"C'C"B’'B".
S;=aria AAB'C" + ariaAAA’A"+ aria A BC'A"+ aria A BB'B"+-
-+ aria ACA’'B” + aria ACC'C" — 25, insa aria AAB'C":
:q®> = aria ANAA'A" : (b + ¢)? = S: be, deci aria AAB'C" +
+ aria AAA’A"=S[a®+(b + ¢)?] : be, S; = S[(a? + b2 + ¢?) (a +
+b+c)+ 4abc] : abe. 787. ‘Aria ABAD : aria AEAC = BD:
:EC = AB- AD : AE - AC, aria ADAC : aria A BAE = DC :
:BE = (AD- AC) : (AB- AE) si se inmulteste. 788. Fie B’, C’
proiectiile lui B, C pe Az, B", C” pe Ay. BB'=b, BB" =¥,
CC'=¢, CC" = ¢'. Aria AABC = aria BB"C"C — aria AABB"—

— aria AACC" = % (be’+-cb"). 789. Aria A MAC+ aria A MBD=

= (MA-MC+MB-MD):2, insi MB- MA=MC- MD = const,
deci MA- MC- MB- MD = const, aria A MAC -+ aria AMBD
este minima cind MA- MC = MB - MD, se deduce MA =
=MD, MB = MC, coardele fac cite un unghi de 45° ou OM.
790. Aria AOAC = aria AOBC, va trebui deci ca AP = 2A4C,
insi OP:0A = CP : CA = 3, cici OC este bisectoarea exterioard a
unghiului AOP, deci OP = 3R, R fiind raza OA; AP=2Rv2.
791. Fie M, N, P, Q mijloacele laturilor AB, BC, CD, DA ale
paralelogramului dat, ale carui
diagonale se’ intilnesc in O (fig.
264). Medianele CM, AN ale tri-
unghiului ABC se intilnescin B’

Fig. 263

pe mediana OB. Vom avea apoi cite un virf al octogonului pe OA in
A’, pe OC in C’, pe OD in D'. Dreptele AN, BQ se intersecteazd
in M’ la mijlocul lui OM. Vom avea apoi N’ la mijlocul lui ON,
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P’ la mijlocul lui OP, Q' la mlJIOCUI lui (-)6 Octogonul este-
A'M'B'N'C'P'D'Q". Se va observa cd aria OA'M’ : aria AOAM=

=0A4"-OM :04-OM = 1:6, deci octogonul este a_ sasea
parte din paralelogram. 792. Aria AQu2: aria AOAB = O«-0B:
:0A- 0B, insi O« : 0A—1+20A'.‘0‘;3;0_B=1+2OB'-, deck
0A 0B
Z ) (OB’ 04)

. 0A 0B OB 0A
Se va observa ¢ OA’ :OA= aria AOBA’:aria AOAB, OB’ :0B =

aria AOaf: aria AOAB =1 + 2(

= aria AOAB' : aria AOAB, OA'-OB’: 0A -OB = aria AOA'B*:
.aria AOAB, deci aria AQup = aria AOAB+ 2 (aria AOBA' +
+ aria AOAB’) + 4 aria AOA’B’, analog pentru OBy, Ova.
Cale analogd pentru a doua relatie. 793. Perimetrul este
2a ¥3(n + 6) : 9, aria este a(w + 3 v3) : 9. 794, Paralela BB’ la
diagonala AC’, paralela FE’ la diagonala AD intersecteazi pe
CD in B', E’. AB'E’ este triunghiul ciutat. 795. Se duce BF||CA,
DG||CE, intilnind pe AE in F si G (fig. 265). Triunghtul FCG este
echivalent cu pentagonul. Fie I mijlocul lui FG. Se duce .CH || FG,
FH | CH; pe prelungirea lui GF se ia FK = FH. Se descrie pe
TK ca diametru un semicerc, care intersecteazi pe_ FH in L; FL
este latura pitratului cautat, cici FL?= IF- KF = IF- FH =
= aria AFCG. 796. Se va transforma triunghiul dat intr-un tri-
unghi echilateral echivalent. Se duce BD|AC si AD asa ca X DAC =
= 60°; se ia pe AD i AC, AH = AK = Vﬂ‘ﬂ) Se va trans-
forma triunghiul echilateral AH K intr-un hexagon regulat echiva-
lent: fie O centrul triunghiului echilateral AHK, I proieetia lui O pe
HK ; se ia pe OH si Ol, 0_M=0_N=V0—H-b—f, se obtine triun-
ghiul OM N care este echilateral i echivalent cu triunghiul OHI.
Plecind de la triunghiuri analoge cu triunghiul OHZ, se gisese
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alte triunghiuri OMN, care formeazi hexagonul regulat echiva-
lent cu triunghiul AHK sau cu triunghiul ABC. Fie J proiectia
lui O pe MN, hexagonul se descompune in 12 triunghiuri egale cu
triunghiul OMJ. Se ia pe OJ si OM, OR = 08 =|/0J-OM. Vor
fi 12 triunghiuri isoscele si egale cu triunghiul ORS, care vor
forma dodecagonul regulat cdutat. 797. Fie AB o laturd a dodeca-
gonului. Coarda AC, perpendiculard in D pe OB, este latura
hexagonului. Aria AOAB =0B- AD : 2= R?:4, deci aria cerutd
este 3R%- 798. Centrul de rotatie se géseste la intersectia perpen-
dicularelor ridicate pe mijlocul segmentelor OA si BD, adici in
virful ¥ al hexagonului (fig. 266). Arcul descris din F ca centru.
cu £ ca razd, intilneste dreapta FB in G si dreapta FD in H.
Aria cerutd este_mérginité de AB, de arcul BD descris din F
ca centru, cu FB, ca razi, de DO si de arcul OGA. Avem
aria ABDOGA= aria BGHD = =R?: 3. 799. Fie d distanta dintre
paralele, S aria triunghiului $1 I intersectia paralelei duse prin
A la cele doua paralele date, cu BC. Se observa cd d- Al = 2§ si
deci 7 este fix (G.M. XXI). 800. a) Se araté cd aria trapezului este
28,453 (M mijlocul lui DC), deci M descrie o paraleld la AB.
b) Sz ia triunghiul ABN echivalent cu trapezul. V descrie o paralela
la AB, deci si M mijlocul lui AN descrie o paraleld la AB.
891. a) Fie A, si S picioarele perpendicularelor duse din A si P pe
latura BC si D intersectia dreptei
AM cu cercul ABC. Dreapta lui
Simson RSQ a punctului P este per-
pendiculard pe AM (probl. 269).
Avem X MAA,=< RSB= X RPB.
Triunghiurile dreptunghice A/4 4, si
BPR sint deci asemenea si avem
AA,: AM = PR : PB. Se demon-
streazd apoi prin egalitdti de un-
ghiuri cd s1 triunghiurile PRQ si PBC
Fig. 266 sint asemenea. Se deduce QR : BC=
o =PR: PB. Deci, avem §i BC -Ad,=

= AM-QR. b) Patrulaterul AQMR avind diagonalele sale perpen-
diculare, rezultd cd aria sa este echivalenti cu a triunghiului 4 BC,
cdici este egald cu AM- QR : 2. Se scade de o parte si de alta par-
tea comuna AQMB si se gdseste ci ariile MCQ si MBR sint echi-
valente (G.M. XXVIII). 802. Avem aria ABA’B'= aria AMAB--
+ aria AMBA' + aria AMA'B’ + aria AMB’A si relatia dati se
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poate scrie aria A MAB + aria A MA'B’ = (aria ABA'B’)[2. Fie o
mijlocul lui AA’ si § mijlocul lui B/S’. Avem aria AadB =
= aria AaBA’, aria Aad’B’ = aria A=5’A si adunind parte cu
parte, se poate deduce cid « apartine locului. De asemenea si § este
un punct al locului. Din aria A a4 B+- ariap 2A'B’'=(aria ABA'B’)2
deducem aria A MAB -+ aria A MA'B'= ariaAaA B+ aria Aad’B’
sau aria A MAB — aria AomB +-artaA MA'B'— aritapAad’B' =0.

Dar aria A MAB = aria AaMA + aria Av4AB + aria AaBM;

aria AMA'B’ = aria A a MA'+ aria Aad’B’-- aria AaB’M. Re-
zultid ariaAaMA+ aria AaBM -+ aria AaMA'+ aria AxB' M= 0,
Triunghiurile « BM, «B’M avind aceeasi bazd «M, pentru a avea
suma ariilor nuld este necesar ca o M sd treaca prin mijlocul 3 al lui

BE’; « fiind mijlocul lui AA’, suma aria AaMA + aria AaMA’
-este nuld. Locul cautat este deci dreapta «f. 803. Fie C 5i C’ punctele
«de intilnire a dreptelor AB, A'B’ si a dreptelor AB’, B4’ iar

y mijlocul lui CC". Pentru a dovedi ci v apartine .dreptei «3,
va fi suficient sd dovedim c& y apartine locului problemei precedente.
Avem aria AyAB = aria ACyA + aria ACAB + aria ACBy
§i aria AyA’B’ = aria ACyA’ + aria ACA B’ + aria ACB'v;
adunind parte cu parte i observind ci aria ACAB, aria ACA'B’
sint nule, obtinem (1) aria AYAB + aria AvA’B’ = aria AC-(.-I +
-+ aria ACBy + arta ACyA’ + ariaACV B’y. De asemenea, adu-
nind parte cu parte egalititile aria AyBA’ = aria AC'vB +
+ aria AC'BA’ + aria AC'A’y si aria AvB'A = aria AC'vB'+
+ aria AC'B'A + aria AC'Ay, obtinem (2) aria AvBA’ +
~+ aria AyB’A =.aria AC'yB + aria AC'A’yv+ aria ACvB’ +
+ aria AC'Ay. Dar aria ACyA = aria AC'4y, aria ACBy =
= aria AC'yB, aria ACyA' = aria AC'A"'y, aria ACB'y
= aria AC'yB’sidin (1) si (2) deducem ariaAyA B + ariapAvA'B'=
= ariaAyBA’ + aria AyB’A, ceea ce trebuie demonstrat. Dreapta
afy este de asemenea locul punctelor M astfel ca si avem una
din egalitatile aria A MBC + aria A MB'C' = aria A MCB' -
® L aria AMC'B; aria A MCA + aria A MC'A = aria AMAC +
+ aria A MA'C. 804. a) Fie S, aria constantd a celor trei dreptun-
ghiuri si § dublul ariei triunghiului 4 BC, 4, piciorul indl{imii din
A. Avem k=3S8,:S=0C"4,-C"B": AA,, BC = C"B-AC":
:AB2 =C"A-C"B: AB" Deci C"A-C"B=kAB? si analog
C'A-C'B = kAB% C'A = C"B, segmentele A’A”, B'B". C'C"
.au mijloacele lor in mijloacele segmentelor BC, CA AB. Cele
¢rei drepte sint concurente in O, centrul cercului circumscris. b) Fie
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0,, 0,, Oy centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor AC'B”,
BA'C", CB’A". Triunghiurile A BC, 0,0,0, sint omotetice si au
centrul de omotetie in O. Pentru a arita aceasta se va dovedi mai
intii ca dreptele C'B”, A’C”, B’A" sint paralele cu laturile BC, CA,
AB. Rezultda cd perpendicularele pe mijloacele segmentelor
A'C", B’A”, ¢'B" trec prin ortocentrul triunghiului 0,0,0;. c) Fie
M, intersectia dreptelor A"C’, A'B"; M,, M, puncte analoge.
Triunghiurile ABC, M,M,M, sint omotetice, centrul de omotetie
fiind centrul lor de greutate comun G. Dreptele B'C”, M,M, se
intersecteaza in parti egale si cele trei perpendiculare de la punctul
c) sint mediatoarele triunghiului M, M, M, si trec prin centrul cer-
cului siu circumscris. d) Fie /; punctul de intilnire a dreptelor
C'B,, B”"C, punct situat pe AH, iar P; mijlocul segmentului
Al ; 1,, I, P,, P; puncte analoge. Triunghiurile ABC, F,P,P,
sint omotetice si au centrul de omotetie in H. Perpendicularele pe
mijloacele segmentului A,C,, B;A,, C,B, trec prin virfurile
Py, P,, Py si se intilnesc in omologul centrulut cercului celor noué
puncte in raport cu P;P,P;. e) Cele patru puncte se gisesc pe
dreapta lut Euler a triunghiului ABC (G.M.XXXIII).

X1V.805. nAM -+ nMN + nNB = n(AM+MN-+NB)= =AB.
Analog pentru cazul general. In cazul unei linii poligonale: suma
lungimilor cercurilor descrise pe laturi ca diametre este egala cu
lungimea cercului care ar avea perimetrul ca diametru. 806. Fie o §i
B unghiurile la centru, in radiani; lungimile arcelor sint rja si ry8
gi fiind egale, rezultd proprietatea. 807. Fie 0,, O,,... centrele
cercurilor care au pe
A;Ag A,As,...drept coar-
de §1 ©;, @y, ... centre-
le cercurilor care au pe

Fig. 267 Fig. 268

B,B,, B, B, ... drept coarde (fig. 267). Triunghiurile isoscele 4,0,4,,
B,w, B, sint asemenea, avind acelagi unghi «; analog pentru cele-
lalte perechi; rezultd pentru razele celor doud serii de cercur:

282



R :ri=R,:r,=..= R,:r,. Amplificind cu «, B, ... si ficind
suma numdrétorilor pe suma numitorilor, se obtine proprietatea.

808. r. 809. %npw\/ﬂ V3. 810. Fie 4B latura poligonului in-

scris 51 A'B’ a celui circumscris (fig. 268); r raza cercului inscris
poligonului interior, R raza cercului circumscris celui exterior, p

raza cercului dat. Avem R = O0A’, p = OA, r = apotema poli-

gonului cu latura AB. AOAB~AOA'B’, de unde p= VRr.
811. Fie O (fig. 269) centrul cercului exterior, O, si O, ale cercu-

Fig. 269

rilor tangente interior, A punctul de intersectie mai apropiat
de cercul mare, C, D punctele de tangentd pe cercul mare. Se
va observa cia 00,40, este paralelogram, de unde rezultd
X COD=<CO;A=< AO,D. 812. Fie O centrul semicercului mare,
0, si 0, ale semicercurilor egale, w al cercului tangent celor
trei cercuri (fig. 270). Din triunghiul dreptunghic 0O, deducem,
notind cu R raza cercului mare si r a cercului mic, (R —r)?2 +

2 2 -
+% =(1;i -+ r) » deunder = -1; - 813. Daci « este unghiul la

1

centru, in radiani, aria sectorului este 4 = 3 R%y = 5 RIl, [ fiind

lungimea arcului. 814. Avem % Ra, = %R%ocz, deci oy ay =

2 —
— R : B2 8I5. % (= — V3. 816. R2(~/§ _ %) 817. Fie B,y un-

ghiurile celor doud sectoare gi R, R, razele cercurilor. Presupunem
R, > R,; rezultid din conditiile enuntului p=ua(R? — R3) : (R:—R3)
§i v =« (Ri—R?%: (R}—AR3). Trebuie ca R,<R<R,. 818. Notam
AC=m, CB = n, deci AB=m-+nsi CD*=mn. Aria cuprinsi intre
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™ T

. . T K1
semicercurl este 5 (m+ n)2— 3 m:— —n?=—mn=—CD%

il

8 4 4

819. az(g — 1)-Se va observa cd aria celor patru semicercurk
este egald cu aria patratului plus
aria celor patru frunze (fig. 271).

820. Aria se compune din aria pa- ‘M
tratului rectiliniu MNPQ (fig.272)

13
h /A D A
8 g 4
: - F /
Fig. 271 Fig. 272

si din patru segmente de cerc. ABCD este pitratul dat, cu
centrul 0, iar E mijlocul lui AD. Avem MN = OME iar din_tri--
unghiul OA M, A M2 =0A2+0M>*—20M -OF, adiciOM>—a-OM—
2 SINGE
— 92—= 0, de unde MV =a [f%ﬁ =latura dodecagonului stelat..
Rezultd x MAN = 150° = 5—6-7T; aria sectorului este A, =i—72r Rz,
Aria A MAN se calculeazd observind cad iniltimea din A este-
jumétate din latura dodecagonului convex, deci 4, = %% X.
X (JE + \/5) . % —;— (~/§—~/2_) = %az. Aria unui segment de cerc-

2
este % (%’r — 1) + De aicirezultd aria ceruta care este a2(1+~/3-|— 5—;)

821. Piatratele razelor date, impreund cu razele cercurilor inter--
mediare, trebuie sd formeze o progresie aritmeticd. Daca r gi R
sint razele cercurilor date, ratia progresiei este k=(R? — r?)/3.
In general k = (R?—r?)/n. 822. nab. Se scrie puterea punctului C

fatd de cerc, datd de coarda AB si apoi de diametrul care trece-
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‘prin C. 823. Figura mixtilinie BGHD si sec-
torul au ca parte comund segementul inchis

de coarda BD, deci trebuie aritat ci tra-
pezul BGHD si triunghiul OBD sint echiva-

lente (fig. 273). Fie E mijlocul coardei BD.
Se migcd virful O paralel cu BD pini vine
in 0, pe paralela prin E la BG; 00, si
OE sint bisectoarele unghiurilor drepte, deci
0, si E sint simetrice fatd de OC. Triun- Fig. 273
ghiul OBD este echivalent cu triunghiul

0,BD, iar acesta cu BGHD. 824 .Se duce O'K| AA’, care
intilnegte in K pe OA. Avem 00" = 2 OK, deci < A0C = 60°
(probl. 74), aria AOO'A’ = 4R2-3:9,” deci aria AACA' =
= R(24¥3—11m): 54. 825. Razele formeazi o progresie cu

. R . . -
ratia R—2= k < 1. Ariile vor forma tot o progresie nelimitati,
1

a cdrei sumd S se poate scrie S= 2A¢_r(R +RE+R4. )=
n=1

=nR} (14 K2+ k4 ...)=nR}. 1 1k2 - Notind cu C; si C, cen-
trele primelor doud-cercurt st OC; = d se va observa, pe o figurd
I-l‘2 OC2 d—R, —R

ficutd sumar, ci —2 =——= 2 =k, de unde se de-
R, 0C, d
duce k= 2= P9 -p @+ BT
d+ R, 4d

XV. 826. Se construieste intii segmentul y = a,a;/b, ca al patru-
lea proportional (fig. 274) apoi se construieste z = a,y/b,. Analog

285



pentru cazul general, se incepe cu y,_;=a, ;a,/b,_, etc. 827. Se poate
proceda ca la problema precedentd, construind intii y = abje
(fig. 275), apoi z = by/c. Alifel. Se construieste triunghiul dreptun-
ghic ABC, cu catetele AC = b, AB = c si iniltimea AD, apoi se
agazd segmentul B'D" = a cu B' pe’AB, D' pe AD si B'D’|| BC;
B'D’ prelungit intersectéazi pe AC, in C', astfel cd D'C'= z::828.
Se pot folosi teorema indltimii sau a catetei din triunghiul dreptun-
ghic sau puterea punctului fatd de cerc. Toate ¢onstructiile se pot
face pe acelasi desen, ca in fig. 276. Pentru verificare trebuie ca
DC = DC" = DC". 829. Se construieste y = vYab = OF (fig. 277)
z=+ed = OF, apoiz = Vyz = OM. 830. S¢ construieste dintr-un

/f} Al
A J 4 Y/
A 0 My B
z
A
f
Fig. 276 Fig. 277

triunghi dreptunghic ¢ = Ya?—b2, apoi z= ab/c ca al patrulea
proportional. 831. Cu ajutorul triunghturilor dreptunghice (fig. 278)
se_construieste y = va® + b2, apoi z = Vy2+c2 Daci se ia a=b=
= c...= 1, se obtine rddacina patratd a oricdrui numdir natural.

Fig. 278 Fig. 279

832. Se scrie z =/ (a® -F b?) (a® — b?) si se pune a?4 b% = y? si
a® — b%= z%; y §i z se determind din triunghiurile dreptunghlce

ABC, ABD (f1g 279). Apol se construieste z = ¥ y2z% = \/yz = AF.
833. Se poate scrie z = [/(a2+b2+ab\/2) (a24b2— aby2). Seg-
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mentele y = V a?+b% + abV2 §i z= Va2 + 62— a_b*/2_se pot con-
strui din triunghiul cu laturile a, b §i unghiul cuprins intre ele d%
135° si din triunghiul cu aceleasi laturi, dar cu unghiul de 45

(fig. 280); apoiz = Vyz = V_A_E .AC = AI'. 834. Se construieste
intfi y=ya*+ 5%, apoi z= Vyj: ct.
835. Solutia I. Se ia pe odreaptd 04 =a,
OB= b, in acelasi sens. Fie I mijlocul
lui A B (fig. 281, a) ; cercurile de diame-
tre O/ si AB se intersecteazd in C, care
se proiecteazd pe OAB in M. OM
este s2gmentul cerut” Solutia I1. Ace-
leagi notatii. Sz construieste conjuga-
tul lui O fatd de 4 si B ca in proble-
ma 433. Solutia III. Se construieste
un trapsz oarecare cu bazele a, b Fig. 280

{fig. 231, b). Segmentul EF care trece

prin intersectia diagonalelor, paralel cu bazele, marginit la laturile

_ Fig. 281 ,

neparalele, rispunde la problemd (probl. 525). 836. Se construieste
un trapez cu o bazi AD = g, iar pe baza cealaltd BC =b se
poartd segmentele BC; = ¢ ete. (fig. 282). Constructia ca in figura.
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837. Se construiegte intii 12 = iz + —1— din triunghiul dreptunghic
y: a

b2
cu catetele AB =a, BC = b, in care y = BD este indl{imes
(fig. 283) ; apot se repetd constructia pentru 1 = 1 + S ; z=DBF.
x2 yZ c2

838. Se construieste un cerc cu diametrul 4 B cit suma dati, apoi se
duce o paraleld la diametru, la distanta egald cu media geometrica a
segmentelor (fig. 284); aceasta
intersecteazd cercul in C si C'.
Proiectia D a lui ¢ pe AB ne
dd AD =.a, DB = b segmentele
cdutate. Pentru cazul al doilea se
construieste un cerc cu diametruk
I'T’ cit diferenta datd, apoi pe
tangenta in T se poartd TA=me-

Fig. 284 Fig. 285

dia geometricd a celor doud segmente. Diametrul care trece prin 4'

intersecteazi cercul in M si N. AM si AN sint segmentele cerute.
839. Trebuie construit triunghiul dreptunghic cu catetele z, y, cu-
noscind lungimea a a ipotenuzei si aria 5%/2 (fig. 285). Se stie c&

zy=ah=>0%, h fiind inéltimea, deci se poate construi h=AF din
triunghiul dreptunghic cu ipotenuza AB=a si cateta AE =b; F-
proiectia lui E pe AB. Apoi se duce la distanta h = AF F paralela
la AB pini intersecteaza cercul de diametru ABinC;AC = z i
BC = y. 840. Problema se reduce la precedenta, deoarece notind
cu z;, z, raddcinile, avem af + 2§ = 4a?, 1,7, = o

XV1I. 841. Planele determinate de M cu dreapta (D) si de M
cu (D') se intersecteazd dupa o dreaptd (A), care intersecteazi pe
(D) si-(D'). Dacd (D) si (1), nu sint situate in acelasi plan, se poate
intimpla ca (A) sd fie paraleld cu (D) sau (D’), nu insd cu amin-
doud. Daca (D) 51 (D’) sint siluate in acelasi plan si se intilnesc in A

288



si dacd M nu este in planul lor, MA este dreapta cerutd ; daci W se
afld in planul dreptelor, orice dreaptd care trece prin M intersec-
teazd pe (D) si (D). Dacé (D)||(D’) si M nu este in planul lor, nu
existd nici o dreaptd care sd le intilneascd [paralela la (D) si (D)
dusd prin M se poate privi ca intilnindu-le la infinit). Altfel:
(D) si M determind un plan care este intersectat de (D) in punc-
tul A (fig. 286). MA este dreapta ciutatd. 842. Se ia un punct

07 ~7
~Jw
@) A __M PR IR S
\\ A 174 y/4
\
\
\ B
Fig. 286 Fig. 287

oarecare pe una din ele; prin el se poate duce o dreapti care sa
intilneascd pe celelalte doud. Se pot usor studia cazurile: cind cele
trei drepte se intilnesc intr-un punct, fird a fi in acelasi plan,
cind nu sint situate in acelasi plan, cind doud din drepte sint para-
lele, cind cele trei drepte sint paralele, fird ca toate trei si fie in
acelasi plan. 843. 4 plane. 844. Dupa 6 drepte. 846. Planul perpen-
dicular pe AB prin mijlocul siu C (planul mediator), cici daci
M este un punct al planului, MC_| AB. 846. O dreapti: intersectia
lui (P) cu planul mediator al lui AB. 847. Punctul ciutat este
la intersectia dreptei date cu planul mediator al lui AB (fig. 287).
$18. Fie O centrul cercului 43C; locul este perpendiculara in O
pe planul ABC. 849. Punctele egal depirtate de B, C, D se gésesc
pe o dreaptd (A), perpendiculard pe planul BCD; punciele egal
depirtate de A §i B se gisesc pe planul mediator (P) al lui AB
[(P)1 AB trecind prin mijlocul siu]. (P) si (A) se intilnesc in O,
cdci daca ar fi paralele, 4B ar fi in planul BCD, contrar ipotezei.
830. Punctul ciutat se afld la intersectia planului (P) cu dreapta
loc geometric al punctelor egal depirtate de 4, B, C (probl. 843).
581. Fiz C proiectia lui O pe (P), M proiectia lui O pe o dreaptd
(D) (tig. 288); CHM 1 (D) in virtutea teoremei celor trei perpendi-
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culare, deci CM | AB. Locul este o dreapti. 852. Fie w proieciia
lui O ps (P), M proiectia lui O pe (D) (fig. 289). oM L(D),
locul lui M este cercul descris pe Aw ca diametru, in planul (P).
833. Un cerc situat in planul perpendicular pe AB, in A. 854. Fie
B’ simztricul lui B in raport cu (P); AM+MB=AM+ MB' va fi
cea mai micd, atunci cind 4, M, B’ vor fi coliniare. 835. Se duce
prin B un plan (P)_L (D) care intersecteazd dreapta in 0. In P se
descrie un cerc avind O ca centru §i trecind prin B. Planul Q@
determinat de A si D intersecteazd acest cerc in B’ gi B". A +
+ MB=AM+MB =AM+ MB". Problema s-a redus la probl 43.
855. Un plan perpandicular pe planul dreptelor date si intersec-
tindu-l dupi o paraleld egal depdrtatd de ele. 857. Planeie per-
pendicularz p2 planul dreptelor si trecind prin bisectoarele unghiu-
Iui format de cele dous drepte. 838. Fie I, I, I,, I; cenirele cer-
cului inscris §i ale celor exinscrise triunghiului format de cele trei
drepte date. Locul esté alcdtuit din patru drepte ce trec prin
I,1,,1,, I;sisint parpandiculare pe planul dreptelor date. 859. Patru
puncte rezultate din intersectia planului (P) cu cele patru drepte
din problema precedenti. 860. Trei plane paralele. Doud plane
paralels si al treilea interssctindu-le dupd douid drepte paralele.
Doud planz care sz intersecteazi dupi o dreaptd (A), al treilea

Fig. 288

paralel cu (A); atunci cele trei plane formeazi ceea ce se nuweste
o suprafafd prismaticd. Trei plane care trec printr-o aceeasi
dreapta. 861. Se duce prin (D) §i (D’) cite un plan paralel cu (A)
care se intersecteazi dupi dreapta ciutatd. 862. In planul deter-
minat de P gi (A) punctele P’ descriu o dreaptd (D)[(A). In
planul determinat de @ si (A) punctele Q' descriu dreapta (D))
simetricd cu (A) fatd de Q. Deoarece (D) si (D,) sint paralele
cu (A), rezultd (D)||(D,); ele determind un plan (R) paralel cu (A).
853. a) Planele ABC 5i ABD tiiate de (P) si (R) dau EF|AB

si HZ || AB, deci EF || HG. Planele CAD §i CBD taiate de (R) i
(Q) dau as>mindtor F& || £H, deci figura EFGH este paralelogram
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(flg- 290). Avem _E_I? = .C:E‘ = (lz— §1 ﬁ;_c_ = -Eic‘-: dl .
AB CA dy+d,  CD  BC _ditd,
Paralelogramul devine dreptunghi dacd EF | FG,adica AB1 CDsi

devine romb daci EF==FG sau AB dl

- Ca si devind pétrat, tre-

buie sd indeplineascd si Condma de dreptunghi gi cea de rcmb. L)
Paralelogramul se migcd in planul (R) réminind egal cu el insusi.

=,

Fig. 290 Fig. 291

864. Cind B se migcd in planul (Q) locul lui A este alcituit din dous
plane (R,), (R;) paralele cu (Q), care intersecteazi planul (£)
dupd doud drepte (A,), (A,) (fig. 291). Acestea intersecteaza
cercul cu centrul O si raza a, construit in planul (P) in punc-
tele A, 4,, A,, A;. Paralelele prin aceste puncte la (D) dau solu-
tiille AB, A,B, ete. (in figurd doud soluiii). Dacd (4)), (A;) nu
mtersecteazd cercul, nu avem nici o solutie. Putem avea patru sc-
futii, trei, doud, una sau nici una. 865. Orice plan care trece prin
(A) intersecteaza planul (P) dupéi o dreaptd paraleld cu (A). Pro-
blema revine la constructia, in planul (P), a unui segment AB, de
lungime daté §i paralel cu o direcjie datd (probl. 366). Doud so-
lutii. Dacd (D)||(D’) si lungimea AB este mai mica decit distenta
dintre ele, problema este imposibild; daci AB este mai mare ca
aceasta dxstanta o infinitate de solutu sau nici una. £66. Fie
OA || (D), OA’i}(D’),OB_LAOA . Se duce (A) OB si intilnind pe (D)
§i (D). (A) este dreapta cerutd. Alid construcjie. Se duce prin (D'}
un plan (P’) j| (D) (fig. 292), se proiecteazd (D) pe (F’) in (") care
intersecteazd pe (D’) in 4’. Se duce A’A | (P’) care intersecteaza
pe (D) in A. AA’ este dreapta cerutd. 867. Notatiile din solutia
problemei precedente. IFie 4/ un punct pe (D), M’ un punct pe (D )
M " proiectyia lui M pe (P'). MM " = AA'< MM'. 868. Demonstra-
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tie analogi cu cea de la probl 59. 869. Fie (P) planul perpendicular
pe (D) dus prin (D), intersectind pe (D’) in A. Se duce Az || (D):
Az va fi continutd in (P). Insd (P) L (D’ ), deci (D) L Az si
(D') 1 (D). Asadar, trebuie ca (D) si (D') si fie perpendiculare.
870. Fie M un punct pe (D), 4 proiecpia lui pe (D). Se va arita
cd A este fix, adicd este acelasi oricare ar fi M pe (D), observind
cd planul doterminat de A4 si (D) este perpendicular pe (D').

A M (@)
T-—-
!
/| |miga | ('oy / \ﬁcﬁ{aﬂ»/
A
/ % (-0/
Fig. 292 Fig. 293

871, Prima solufie. Se va observa ci toate perpendicularele ridicate
in 1 pe (D) se gisesc intr-un plan (Q)1 (D) (fig. 293). Planele
{P) si (Q) se intersecteazd dupad dreapta cerutd. A doua solujie.
Fie M un punct al dreptei (D) si IV proiectia lui pe planul (P).
Se duce AB 1 AN, in planul (P); aceasta este dreapta ceruti,
cici AB este perpendiculard pe planul A MN, deci pe (D). 872.
Fie ABCD patrulaterul, planul (P) || AB si CD intersecteazd
pe AC in M. pe BD in N. Se duc prin AB si CD plane paralele
cu (P) sise aplicd teorema relativa la dreptele AC, BD, intersectate
de trei plane paralele, deci AM: MC = BN : ND. Altfel. Se mai
noteazi cu K si L intersectiile dreptelor AD si BC cu planul (P);
avem MK| CD, LN| CD, )L || AB, KN | AB, deci AM: MC =

— BL : LC = BN : ND. 873. Printr-un punct Af pe (D) se duce
MA 1 (P). Planul cerut este determinat de M4 si (D). 874. Un plan
paralel §i egal depirtat de ele. 875. Planele bisectoare ale celor patru
diedre formate de planele date. 876. Fie A si B proiectiile lui M
pe fetele diedrului. Planul AM B este perpendicular pe fete, deci pe
muchia diedrului, pe care o intersecteazi in C. Se va obser\a ca
JXACB este unghiul plan, apoi ca MA1C4, MB] CB, deci
JXAMB-+<x ACB=180° daca M este situat in interiorul diedrului
dat sau in diedrul opus la virf; XAMB = X ACB, daci M este
situat fn unul din diedrele alaturate. 877. Se prmecteaza A,B,C,D
in A’, B, ', D' pe planul (P). AL : BL = AA" : BB’ etc. 8v8.
Doui plane perpendiculare pe planul Oy si trecind prin bisectoa-
rele unghiului xzOy. 87%. Dreptele ciutate fac unghiuri egale cu
0OA | (P)510A' 1 (P'). Locul se compune din doud plane perpendi-
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culare pe planul A0A’ si trecind prin bisectoarele unghiului A0A".
Planul A0.A’ fiind perpendlcular pe inteisectia planelor (P) si (P’),
planele care constituie locul sint parale cu aceastd dreapta 880.
Prasupunem problema rezolvatd. Triunghiurile dreptunghice: J/AC,
MDB (tig. 294) sint asemenea, avind un unghi ascutit egal, deci
MA : MB = AC: BD =m:n. Deci M se afli la intersectia
cercului dat, cu cercul lor gzomatric al punctelor pentru care MA:

: MB = m: n. Cel mult doud solutii (G.M. IIII) 881. Se duce
40 1 (P) si AM, astfel ca SOAM= 90°—=, deci XOMA=«
(fig. 293). Toate oblicele cara fac unghiul « cu planul (P)sint egale

(’l

&

Fig. 294 Fig. 295

cu A M si au picioarele pe cercul cu centrul O si raza O M. Deci BC=

= AM este cunoscuti. Problema se reduce la a inscrie in cercul (O)
o coardd de lungime datd, paraleld cu dreapta (D) (probl. 336).

Trebuie ca BC < 20B. In pozitia limiti cind BC = diametrul cer-
cului, « = 60°. Deci ca problema sa aibi solutie trebuie ca a < 60°..
§82. Fie (P) un plan perpendicular pe mtersectule planelor date,
care le intersecteazd dupa un triunghi A BC. Locul cerut se compune
din perpendicularele pe planul (P) duse in centrul cerculuiinscris gt
in centrele cercurilor exinscrise. 883. Se va crdta ci cele trei plane
bisectoare ale diedrelor interioare se intersecteazi dupd o dreapté
care este o parte a locului; apoi cd planele bisectoare a doua
diedre exterioare si planul bisector al diedruluial treilea trec iarage
printr-o dreaptd a locului. Locul se compune din patru drepte.
884. Se duce un plan perpendicular pe cele trei drepte, care le
intersecteazd in A, B, C. Perpendiculara pe planul ABC, in centrul
cercului circumscris triunghiului 4 BC, este locul cerut. 885. Locul
se compune din patru drepte, intersectii ale planelor duse prin
bisectoarele fiecirei fete a triedrului si perpendiculare pe acele
fete. 886. Fie § virful triedrului dat si 4, B, C trei puncte pe cele

trei muchii, §’, A’, B’, ' simetricele lor in raport cu 0. SA=S"A",
SB=38B',SC=_S8C,BC=BC" CA=C'A'", AB=A"B’. Asadar
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elem»atale sint egale. Si presupunem un observator I cu capulin §
si cu picioarzle in planul ABC si observatorul simetric I’ cu capul
in §’ si cu picioarzle p2 A’B’C’. Dacd peatru I un punct care
descrie conturul ABC dz la A la B, apoi la C merge de la stinga
spre dreapta, de exemplu, punctul simeatric care descrie conturul
A’'B’C’ va marge, pantru I', dz la dreapta spre stinga. 887. Aceeasi
cale ca in problema precedantd. Triedrele se pot suprapune. 888.
A'B’C’ este intersechia planelor (P) gi (Q). 889. Fie ABC, A,B,C,
doud triunghiuri intr-un planj A4,, BB,, CC, se intilnesc in O'.
Sz uneste un punct w din spatiu cu 4,, By, Cl s10’. Fie O un punct
arbitrar p> »?’. OA intersecteazi pe ®4, in a, OB intersecteazd
pPe ©B| in 3, OC interszcteazi pe wC,; in c. Dreptele BC, B,C,, bc
se 1ntxlnnsc in punctul ds intersectie A’ al planelor OBC coBlC1
si ABC, cici sint dreptele de mtaroectle ale acestor plane, doua
cite doui. In acelasi mod obyinem B’ i C’; insd din problema pre-
cedenti A’, B', C’ sint coliniare. 890. Fie § virful, SA, SB, SC
muchiils triedrului. Planele duse prin SB 51 SC perpendicular pe
ASC, ASB se intersacteazi dupi dreapta S7. Si ducem un plan
parpandicular pz SI, care intersecteazi muchiile triedrului in
A, B, Csip28linl SBI| ABC si SBI| ASC, deci SBI] AC
si BI| AC; dz asamzn2a CI] AB, prin urmare, AI | BC $i
SAI] B3C. 831. Fie S virful, S4, §B, SC muchiile triedrului. Fie
SA’ ] SA sisituatd in planul CSB. Ca si obtinem dreapta S4° se
proizctzazi SA in S4” p2 CSB si se duce in acest plan S4' | SA”
(probi. 871), dzci SA' 1. ASA” 31 SA’ | SI din problema precadenta.
Celnlalte doni drepte analoge cu SA’ sint si ele perpendiculare pe
SI. 832. Fiz OABC triedrul in care AOC1 AOB, BOC| AOB,
Rozulti OC 1L AOB, deci OC 1.OA; OC 1 OB. Reciproca se demon-
streazi usor. X AOB este unghiul plan al diedrului cu muchia OC.
893. Laturile opuse AB, CD se intersecteazd in E, AD si BC in F.
Planul caraut trebuie si fie paralel cu planul OEP. 89%. Va trebui
ca X EOF= 90°, deci O trebuie luat pe sfera descrisi pe EF ca
diametru. 895. AC si BD intersecteazd pe EF in G i H. O tre-
buie [uat pe sfera descrisi ps GH ca diametru. 336. O trebuie
luat p2 cercul de intersectie al sferelor descrise pe EF si GH ca
diamatre. 8)7. Drapicle AM, BM, CM intorsecteazi laturile opuse
respactiv in D, E, F (fig. 236). Din aseminarea triunghiuriloz 4D0,
BEO, CFO ca MDP MEQ, MFR, rezulti MP :0A = MD: AD,
M) :0B = ME : BE, MR : OC= MF : CF. Adunind si tinind

MD ME MF
— ——=1 bl. 764), ob r, Y
seama ca =5 + = 5 + =7 (pro ), obtinem . + ., +
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+ zfc = 1(R.M.F. 1952). 898. a) Patrulaterele ABED, ACFD siut
inscriptibile (fig. 297). Scriind d puterea punctului O f:ha de cele

doui cercuri, avem OD - OA= _0E -0B=0F - 0C, din care se deduce
cd BCFE este inscriptibil. b) Din asem:inarea perechllor de triun-

ghiuri ODE, OAB i ODF, OAC rezulta 0B=0C, daci DE=DF.
Pentru ca DE =EF, calculim DE= AB-0D : OB; EF =
=BC.0OF : 0B; egalém siscriem sub formi: de proportie, inlccuind

e
N
DERE , /
A
g .
- Fig. 297

0D :0OF=0B :0A (Olimp. matematici 1954, R.M.F. ). §99.
Fie O virful triedrolui, M mijlocul lui BC (fig. 298) Se va okserva

Fig. 298 Fig. 269

cd M poate fi ales oriunde vrem pe fata BOC, cici nu avem decit s%
ludm simetricul ¥ al lui O in raport cu M i si ducem prin IV doua
paralele la OB gi OC, care intilnesc aceste dreptein B si C. M va
fi mijlocul lui BC. Pe de alti parte, AG = 24 M : 3, locul lui G
este deci un plan paralel cu fata BOC si trecind pr1nt1 -un punct p
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pe OA, asa ca Apn=240 : 3. 900. M este fix, 4 se miscd pe mu-
. — 1 —
chia OA, MG = 3 MA. Locul este o dreaptd paraleld cu OA,

trecind printr-un punct « pe MO, asa ca Ma= MO/3. 991. Se duce
OA' | BC, OB’ | CA, OC'1 AB, 'A” fiind pe BC etc. In virtutea
teoremei celor trei p°rpend1culare AA', BB, CC’ sint indltimile
triunghiului ABC. Planele 0A4', OBB’, '0CC” sint perpendiculare

pe ABC, deci OH | ABC. 902. Se duce OY' | BC; avem A0'2 =
= 4'A- A'H, deunde% BC*- 04" = (% A’A- BC) )(—; .4'}1-?6)
sau (aria AOBC)*= (aria AABC)- (aria ABHC(), deci (ariaAOBC)?--
-+ (aria AOCA)*+ (aria AOAB)?= (aria AABC)-[(ariaABHC)+

-+ (aria ACHA)- (aria AAHB)]= (aria AABC)% 903. Dreapta 1J
intersecteaz pe AC in K (fig. 299) Ducem BL| IJ,L pe AC. Avem

KI:LB=AI:AB; KJ:LB=CJ:CB, de unde KI:KJ =
= (AI- CB): (AB- CJ). Ducem IE|OA si JF||OC, E si F pe OB.
Inlocuind in egalitatea de mai sus segmentele proportionale, obti-
nem KI: KJ =0E: OF = const, deci K este fix (G.M.F. 1952). 904.
Fie AA’, BB’ doud pozitii determinate ale dreptei 3/M'. Se duce
Ab, Am egale 51 paralele respactive cu BB’ si MM'. Se va observa ca
AA’, Ab, Am de o parle, (A’), B'b, M'm de alta, sint situate in cite
un plan, deci 4’, b si m sint coliniare. Cind MM’ variazi, m se misci
pe A'b; MM’ va fiminim cind m este piciorul perpendicularei din 4
pe A’b. In cazul particular cind AA" = BB’, atunci M si M’ pen-
tru minim sint mijloacele segmentelor AB A'B’. 905. Fie a, b
pro;ectule punctelor A, B pe plan. Se observa ci aX :bX = Aa :
: Bb = const, X este situat la intersectia cercului descris pe MM’ ca
diametru, cu (A), M si M’ fiind punctele ce impart pe abd in raportul

Aa: Bb (GM.IX). 906. Din teorema celor trei perpendiculare re-
zultd cd AD1 (A) si CB1 (A’). Centrul sferei circumscrise tetra-
edrului A BCD este 1a mijlocul lui CD. Pentru cd CD este constant,
rezultd cd AO este constant §1 deci locul lui O este intersectia sferei
de centru A §i razd AO cu planul perpendicularelor pe AB, prin
mijlocul sdu. Locul celuilalt punct este tot un cerc (G.M.X.). 907.
Fie L, M, N, P punctele unde planele OCD, ODA, OAB, OBC in-
tilnesc respectlv laturile AB, BC, CD, DA. Dreapta AO intilneste
planul BCD in punctul «, duapta CO fintilneste planul ABD
in vy, Ca intersecteazd pe BD in punctul Q. 4, y 51 ¢ sint coliniare,
ca situate pe intersectia planelor ABD siOAC. Dreapta Dy intersec-
teazd pe AB in punctul L, dreapta By intersecteazd pe AD in P,
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Ba intersecteazd pe CD in N, iar Do intersecteazi pe BC in
M. Dreptele AQ, BP, DL concurente in triunghiul ABD si drep-
tele BN, CQ, DM concure'lte in triunghiul BCD, dau (probl 7538)

LA-PD-QB = —LB PA-QD si NO- MB-QD =—ND- }MC-
’JB Inmultind aceste egalititi, membru cu membru, obtinem
LA- MB-NC- PD = LB- MC- ND- PA si proprietatea rezulti

din reciproca problemei 877. 908. Fie L, M, N, Q punctele de intil-
nire ale planului (P) cu laturile AB, BC, CD, DA ale patrulaterului
strimb ABCD. Avem (probl. 877) AL- BM-CN-DQ =BL-CM-
- DN - AQ. Fie O punctul comun planelor LCD, MDA, NAB. Pla-
nul dus prin O si dreapta BC intersecteaza latura DA in punclul
Q" si dupd problema precedentd AL- BM-CN-DQ = BL - €1 -
.DN-AQ'. Se deduce ci Q' coincide cu Q si deci planul QBC trece
prin 0. 909. Fie [ punctul comun diagonalelor AC, BD. Relatia lui
Stewart aplicatd punctelor coliniare 4, I, C, apoi B I,Dcu punctul
0 exterior di 0A42 -IC — OI2- .IC—I—OC“ AI— IC AC- AT si
OB*-ID — OI*- BD+ OL?- BI= ID- BD- BI. Eliminind pe 01,
obtinem 0A2- IC- BD + OC*- AI- BD — OB2- ID - AC — 0D?-

-BI-AC=AC-BD (AI-1C — BI- ID) = 0, patrulaterul fiind

inscriptibil. Se va ardta ¢ci BD- IC, BD- Al, AC-IB, AC- ID sint
proportionale cu ariile din enunt. 910. Dreapta (A) este perpendicu-
lara pe planul (P') si il intersecteaza intr-un punct M;. Dreptele
A M, BM,, C;M, sint respectiv perpendiculare pe B'C’, C'A’,
A'B’. Fie N; cel de-al doilea centru de ortologie al triunghiurilor
A,B,Cy, A'B'C’iar A,, B,, C,, N, proiectiile punctelor 4’, B’, ', N,
jpe planul (P). Triunghiurile 4 BC, 4,B,C, sint ortologice, cu cen-
trul de ortologie in N, (G.M.XXVIII).

XVII. 911. Fie A, B, C coliniare, a, b, ¢, proiectiile pe planul
{P). Aa||Bb||Cc; Aa, Bb, Cc sint intr-un plan (P), iar a, b, ¢ sint
la intersectia lui (P) cu (P’). 912. Aa||Bb|Cc. 913. Planele care
proiecteazd pe A, B, C pe (A) sint paralele. Alifel. Fie (P) un plan
.dus prin (A) (fig. 300) ; se proiecteazd A, B, C in A',B’,C’ pe acest
plan. In virtutea teoremei celor trei perpe’ldlculare proiectiile
lui 4’, B', C' pe (A) sint tocmai a, b, c. Insd AB:BC = A'B' :
: B'C = ab be. 914. Fie D, E, F mqloacele laturilor triunghiului
ABC (tig-301). Din problema 912 rezultd cd proiectia lui D pe
planul (P) este mijlocul D’ al lui B’C’. Deci medianele lui ABC
;se proiecteazd tot ca mediane ale lui A'B'C’. 915. Figura din
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spatiu esle intersectia planelor care trec prin (D) si (D) si sint
perpendiculare respectiv pe (P) si (¢), deci o dreapta (f1g 002)
Caz de exceptie cind (D) si (D) se intilnesc pe muchia comuni
a lui (P) si Q) si sint ambele perpendiculare pe aceastd muchie;
atunci flgura din spatiu poate fi orice figurd plani, cuprinsi in
planul (D, D’). 9186. Planele Dd, D'd’ sint paralele, deci (d)]|(d’).
Daca (D)1 (P) si (D")L(P), atunci proiectiile sint doud puncte.
Dacd planul dreptelor (D) si (D) este perpendicular pe (P), atunci
proiectia este o singurd dreaptd. 917. Se va observa cid planul care
proiecteazi dreapta CD pe (P) este perpendicular pe (P) si pe (P’')
(fig. 303). 918. Printr-un punct 4 oarecare al spatiului se duc para-
lele la (D) si (D,) (fig. 304); acestea determind un plan (Q) paralel
cu (D) si cu (D,). Planul ciutat este planul dus prin (A) perpen-
dicular pe (Q). 919. Se duce prin AB un plan paralel cu CD si
prin BC un plan paralel cu 4D (fig. 305); aceste doud plane se
intersecteazd dupa o dreaptd BX. Orice p]an perpendicular pe BX
réspunde problemei, deoarece laturile opuse se proiecleazd ca
laturi paralele. Fie M, NV mijloacele laturilor DA, OC si i, J
mijloacele diagonalelor DB, AC. Planele MI1J si NiIJ sint para-
lele cu ABX s1 CBX, deci BX||{J; orice plan de proiectie trebuie
sd fie perpendicular pe 1J. Alté solutie. Pentru ca patrulaterul
ABCD si se proiecteze ca paralelogram trebuie ca mijloacele M 1

N ale dlagonalalor AC si BD sa coincidi in proiectie, deci planul
de proiectie si fie perpendlcu]ar pe MN. 920. Fie aob proiectia pe
(P), AQ]|ao (tig. 306). AG 1 OB, AO 1 Oo, deci AO | BOo;
ao | BOo, prin urmare, ao | 0b. 921. Se va presupune cid OD nu
este parale]a cuobsiva trebui si se arate cd0A | oa. Seva presupune
contrariul §i fie 0A’ |]Oa. Deoarece oa | 0b, 0a ] Oo, rezulti oa | Oob,

OA' 10cb; OA’ 10B. 1nsi OB 104, OB_J_OA’ deci OB ] Ooa,

de unde OBHob ceea ce este contraripotezei. OA’§1 0A se confundé.
922.04 5i0B intilnesc planulin A’ 51 B’. Se duce prin O planul per-
pendicular pe OB’, care imtersecteazd pe (P) dupa dreapta 4'z. Fie
C’ proiectia lui B’ pe A’zx. Punctul o, proiectia lui O, se giseste pe
B’'C’. Sa presupunem ci OB se confundi cu OB’ §inu cu prelungirea
lui B'0. DacdaOAeste tocmaiQOA’, atunci<Laob=<IA'0B><xA'C'B’,

deci <Xaob >90% Dacid OA este prelungirea lui 4’0, atunci
<XLaob<90°. Situatiile se pot rezuma astfel: se duce prin O un plan
(P’) paralel cu (£); daci laturile OA4, OB sint de aceeasi parte a
planului (#’), unghiul drept se proiecteazé ca unghi obtuz, daca
OA, OB sint de o parte gi de alta a lui (P), unghiul drept se proiec-
teazd ca unghi ascutit. 923. O dreapti: intersectia planelor perpen-
diculare pe (D) si (L,) respecliv in O, si O,. Aceastd dreaptd este
perpendiculari si pe (1);) 8i pe (D,), deci paraleld cu perpendiculara
lor comund. 924. Decarece XABD=90° §i <ACD=980°, punc-
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tele B, C se gisesc pe sfera cu aiametrul AD (fig. 307); aceasta
este intersectatd de planul BCD dupi un cerc. Dacid E este picinrul
indltimii din A4, atunci <C AED=90° deci I se afld pe sfera de
diametru AD si in planul BCD, adicd pe cercul BCD (Olimpiada
matematicd 1934, G.M.F. seria B).

925. Fie D,E,F mijloacele laturilor lui

A ABC; BB,, CC, inaltimile. Intii sa ga-

! sim un plan pe care 4ABC se proiec-

| Vi teazd ca triunghi isoscel, A’B'C’. Du-

! cem prin AC un plan (P) arbitrar si

fie M proiectia lui B pe (P). Orice

{
/'.'Ta-_ 5/ plan perpendicular pe LM rdspunde
m‘% problemei, céci dacd M’ este proiectia
a2 / lui M pe acel plan, atunci B’ M’ este

mediand §i in&ltime, deci B'A'=B"c"".
Fig. 307 Trecem la problema din enunt. Trebuie

gédsit un plan pe care ABC sd se pro-

iecteze in A'B’C’, isoscel si cu baza A'C’ si cu baza 4'B’, deci
echilateral. Fie IV proiectia lui C pe un plan (Q) ce trece prin A B.
Ar trebui gasit un plan (/) perpendicular deodatd si pe E M si
pe FN, deci trebuie ca EM||FN. Cind (P) se roteste in jurul lui
AC, locul lui M este cercul cu diametrul BB, perpendicular
pe AC, iar EM este o generatoare a conului (E) cu baza acest
cerc si virful £. Analog gésim conul (F) cu virful in F' si cu baza

cercul cu diametrul CC, perpendicular pe AB. C#utim genera-
toarele paralele in cele doud conuri. Pentru aceasta ddm lui (F)
o translatie pind cind F vine in E. Generatoarele comune celor
doud conuri cu virful £ dau directia EM cdutatd. Conurile
(E) si (F), intersectate cu un plan ce trece prin BC si este per-

pendicular pe ABC, dau ca sectiuni elipse cu axa mare BC.
Prin translatia lui (F) una din elipse vine cu virful in D, deci
are cu elipsa luil (F£) doud puncte comure. Se gisesc deci doud

directii EM||FN simetrice fatd de planul ABC.

XVIII. 926. Fie ABCD, A’B’C’D’ cele doud paralelograme de
bazi. Avem diagonalele AC’, BD’, CA’, DB’. Si luam diagonalele
AC’ st BD' care sint diagonalele paralelogramului ABC'D’;
BD’ trece prin mijlocul O al lui AC’. Celelalte diagonale trec si
ele prin mijlocul lui AC’. Punctul O care este mijlocul diagona-
lelor este centrul paralelipipedului. 927. Fie M si M’ extre-
mititile segmeritului, A un virf al fetei pe care se giseste A,
A’ virful diagonal opus lui A4 in paralelipiped. Triunghiurile OMA
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si OM'A’ sint egale. 928. Paralelogramul care are doud diagonale
oarecare ale paralelipipedului ca diagonale este un dreptunghi.
929. Considerind paralelograme care con}in cite doud diagonale,
se va deduce cd orice muchie a paralelipipedului este perpendicu-
lard pe douid fete opuse. 930. Fie AB('), A’B'C'D’ cele doua

Fig. 308 Fig. 309

dreptunghiuri de bazd, CA’ o diagonald (fig. 308). CA'*=A4A4"24
+4C2=4424+AB*4BC?=A4A"2+AB*+4D2 931. 'Intr-adevir,
exisid un punct egal departat de cele patru virfuri ale tetraedrului
(probl. 849) (fig. 309). 982. Aceste perpendiculare sint intersectii
ale planelor din problema precedentd. 933. Se va observa ca
doua oarecare din aceste drepte sint diagonalele unui paralelogram
(probl. 868), deci unatrece prinmijlocul
celeilalte. 934. Fie 47 mijlocul muchiei
Cu. I'siJ punctele comune medianelor
fetelor BCD si ACD (fig. 310). Media-
nele 47 si BJ ale tetraedrului se in-
tilnesc in G. Avem IG:GA=JG.GB=
=S AB=MI :MB=MJ:MA=1:3.
Asadar doud mediane oarecare ale te-
traedrului se intilnesc si decarece nu
se poate s fie toate in acelasi plan.
ele au un punct comun G, care im-
parte fiecare mediand in raportul
1:3. 935. Dreapta MG trece prin mij-
locul M’ al muchiei 4B (probl. 475).
936. Fie AB o muchie a bazei, A
punctul luat pe bazd, A’ punctul unde perpendiculara in 3/ pe
bazd intersecteazd fata laterald care trece prin A B, A4, proiectia

lui M pe AB. Punem MA'=a, MA, =« Facem aceeasi
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operatie cu toate muchiile bazei §i insemnam cu b §i B, C 8 v,
cantitati analoge cu a §i «. Triunghiurile analoge cu MA'A, sint
asemenea, deci ara=b:P=c:y=..=(@+b+c+ .. ):(at
+B-++v+...). Daci se ia un alt punct M’ pe bazé si se inseamna cu
o' §ia’, b 5ip’, ¢’ §iy,... cantitdtile corespunzdtoare, avem a:o =
= a":’, etc., (@a+bd-c+..): (@+B+y+...)=(@"+b+c+..):
: (o' +B'+y' +...), insd a+BFy+...=a’+B 4y + ... (probl. 753),
prin urmare, a+b-4c+... = a’+b'+c'+... 987. Se vor lua cele
trei plane bisectoare relative la muchiile care formeazd o fati a
tetraedrului; aceste plane se intilnesc intr-un punpt_l egal depér-
tat de toate fetele tetraedrului, deci / se va gisl $1 pe celelalte
plane bisectoare. 938. Prin fiecare muchie a tetraedrulul se duce
cite un plan paralel cu muchia opusi. Se formeazd astfel un para-
lelipiped in care muchiile tetraedrului sint diagonalele fetelor
paralelipipedului. Se va observa ci numai fetele care au muchiile
AD si BC ca diagonale sint paralelograme, celelalte sint drept-
unghiuri. Se vede imediat cum se poate deduce din orice paraleli-
piped drept un tetraedru cu dou# perechi de muchil opuse, egale.
939. Paralelipipedul din solutia precedentd este dreptunghic
(fig. 311). 940. Se obtine dintr-un paraleliPiped in c@re doua fete
opuse sint romburi. 941. Un paralelipiped Care are doua perechi de
fete opuse compuse din romburi are si a treia pereche compusa din
romburi. Problema propusi rezultd din aceasti observare si din
problema precedentd. Solutie directd. Fie AB | CD, BC | AD.
Se duce AE ) CD, AF | BC (fig. 312). Rezultda CD | planul A BE,

Fig. 311

B(C | planul ADF, deci dacd AA'=(ABE, ADF), atunci AA']|
1 plan BCD i AA’ | BD. Dar CA’ | BD, deci BD | plan ACA' si
BD | AC. 942. Se va obsarva cd prin AB, AC, AD se pot duce
plane perpendiculare pe CD, BD, BC (probl. 869), (fig. 312).
Aceste plane se intersecteazd dupi o dreaptd AA’ (probl. 890)
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perpendiculard pe planul BCD. Se va observa c¢d A’ este punc-
tul de intilnire al indltimilor triunghiuini BCD. Planul dus prin
AB perpendicular pe CD intersecteazi pe CD in E. AE este
0 indltime a triunghiului ACD, BE o indltime a triunghiului
BCD. Fie B’ punctul de intilnire a inaltimilor triunghiului ACD.
BB’ | ACD. Dreptele AA’ si BB’ fiind in ABE se intilnesc.
Doui indltimi oarecare ale tetraedrului ortogonal se intilnesc si,
deoarece nu pot fi continule toate in acelusi plan, trec toate prin
acelagi punct. 943. Fie H punctul comun perpendicularelor.
Planul A’HB’ este perpendicular pe CD si 1l intersecteazd
in E asa incit BA'E, AB'E sint iniltimi ale fetelor BCD,
ACD. Rezulti ci ABE_I_CD deci AB1CD. Agadar, H existd in
cazul tetraedrului ortogonal. 944. Se va observa cd, in paralelipi-
pedul construit, ducind prin fiecare muchie un plan paralel cu
muchia opusd, aceste doud muchii opuse sint diagonalele a doud
romburi egale, deci suma patratelor lor este egald cu de patru ori
pitratul laturii rombului. Se va observa ci laturile tuturor rombu-
rilor care constituie fetele paralelipipedului sint egale. 945. Se
duc ABE | CD, CDF_LAB cu punctele E 51 F pe CD si AB.
Dreapta EF este perpendlculara comuni lui AB si CD. Insé A4’
BB’ sint in ABE, CC’ si DD’ in CDF si deoarece indltimile se
intilnesc, punctul lor comun trebuie sid fie pe intersec’,cia EF a
planelor ABE si CDF. 946. Se duce ABE | CD, CDF | AB. Masu-
ra diedrului A B=<CDF, misura diedrului CD=<AEB. Un-
ghiurile muchiei AB cu ACD si BCD sint XBAE si XABE.
Unghiurile muchiei CD cu ABC si ABD sint <XDCF si <CDF.
Deci pentru AB §i CD avem patru unchiuri drepte. 947. Se duce
AA' | BD, CC' | BD. Fle M mijlocul lui AC, M' al lui A'C". Se

va observa cd AA'=CC’, deci M'A = M'C si de aici MM' | AC.
Deoarece A, ' sint prmoctnle lui A 51 C, M’ va fi proiectia lui

M, deci MM’ 1 BD. Asadar MM’ este perpendiculara comuni
muchiilor AC si BD. Din cauza simetriei si deoarece perpendicu-
lara comuni a doud drepte este unicd, M’ este mijlocul lui BD,
deci AB = CD. 948. [ fiind punctul comun diagonalelor, se aplicj
relatia lui Stewart (probl. 566) triunghiurilorOAC,0BD;012- -AC=
=0A%-IC+0C?-TA—TA-IC-AC; OI*-BD=0B:?- ID—I-OD2 -IB—
—IB-ID-BD. De aici 04%-IC-BD+0C?-TA -BD=0B?*-ID- AC+
+4+0D?-IB-AC. Se va observa cd aria ABCD : aria AABD—
=IC:TA= BC CD:AB-AD; aria AABC : aria AACD=IB:ID—
= AB +BC:AD -DC, deci IC:BC -CD=TA:4B -AD =

V7o Ta: 75 Bc 2D a5 . 7B BC oD DA —
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=ID : AD-CD=I1B:4AB-BC(v. siprobl. 903). 949. Se va presupune
cd0 vine in unul din virfurile patrulaterului si se va simplifica.
950. Se va presupune cd O se géseste pe perpendiculara ridicata
in @, centrul cercului .4 BCD, pe planul acestui cerc. Se va deduce

AC: BD = (AB - AD+CB-CD):(BA-BC+DA -DC). Aceasta se
numeste a doua teoremd a lui Ptolomeu. 951. Fie O centrul cerculuz
circumscris, G’ punctul de intilnire a medianelor triunghiului

BCD. Fie A, proiectia lui A pe BCD, M’ mijlocul lui A’A, si
G, un punct pe G'A,, asa caG'G, = G,4,/3. Se va observa ca 0’,
G, si M’ sint coliniare si ci G, este mijlocul lui O’ M’. Perpendicu-
larele ridicate pe fetele tetraedrului in punctele analoge cu O’

se intilnesc intr-un punct O (probl. 932), cele ridicate in punctele
analoge cu G, se intilnesc in punctul G comun medianelor tetra-

edrului. Punctul M’ si cele analoge sint proiectiile simetriculu:
3 al lui O in raport cu G pe fetele tetraedrului. Prin M trec cele
patru plane din enunt. 952. P1 intilneste prelungirile muchiilor
40, BO, €O, in Aj, Bi,C;, asaci OA; = OA[2; OB] = 0B/2
0C; = 06’/2 953. A’'x. B'B se intersecteazi in M; MA': Ma=

= A'B’: ac, insd A'B": 2= A'C": ay, deci MA’ .Ma—.m. av.
Dreptele A’e, C'vy se intersecteaza in M'; M'A’ : M’a:A’C’:E—_—
=MA:Ma, deci M si M’ coincid. 954. Punctul M se giseste in
planele OA«, OB, OCvy, deci pe dreapta care uneste punctul
O cu punctul comun medianelor Aa, BB, Cy. 955. Dlagondlele

AC, BD sc intersecteazd in 0. Avem 04A=0C=0A"=0B=00D=
=O0D’. Fie 0’ proiectia lui O pe fata SBC. Avem 0'B=0'C=0"1"=

=0'D’. Patrulaterul BCA'D’ este deci inscriptibil. 956. Planul
AGD intersecteazd sfera dupd un cerc (I'). Tangenta in G la (I')

este intersectia planului GBC cu AGD, adicd dreapta care uneste
pe G cu mijlocul M al lui BC si care trece prin mijlocul 3’ al lui
4D (probl. 935). Se va duce DF || M'G; F fiind pe AG, se va observa
c4d AG=GF, IDFA=<IM'GA=<DEA, deci AG-GF =AG=
:=DG-GE. 957. Fie SABC tetraedrul (fig. 313). Planul bisecior
al diedrului A3 intersecteazd pe SC in D. Se proiecteazd § si
C in E si F pe planul bisector in H si K pe AB. X SHE = X CKF,
deci SH:CK=SE:CL'=8D:CD, cici I, D, F sint coliniare. Asadar
ariaASAB : ariaACA B=SH:CK=SD:CD. 958. Se rotesc fetele
BCA, BDA, CDA in jurul muchiilor BC, BD, CD pind ca A
vine in planul BCD in punctele E, F,G. Se va ardta cd B, C, D sint
mijloacele laturilor triunghiului £FG. 959. Punctele E, F, G, H
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vor trebui si fie mai intii intr-un plan paralel cu AB si CD,
altfel EF si GH s-ar intersecta pe 4B, EG si FH pe CD. Deci
EF||5H||AB; LG||FH||CD, de unde A\ E=EG=AG, EF =ED =
=FD,cici XDAC=<XADB=60°. Insd G = EF, deci E, F,G,H
trebuie si se giseascd la mijloacele muchiilor respective.
960. M NPQ si SABC au acelasi punct
de intilnire a medianelor. Se ob-
servd cd aria AABC : aria ANPQ =
=aria A SBC : aria A MPQ =
=AariaSCA:ariapA MNQ=aria ASAB:
:aria A MNP=9:1, apoi de aici ca

¥3,- MM, = NA,-NN,= PB,- PP, =

=QC,-QQ,; ML, NN,, PP, si Q()x
fiind inaltimile tetraedrului WA pQ.
Se proiecteaza S,4,B, pe MNP, se
arata ci triunghiul Sab obtinut are ace-
lagi punct de intilnire a medianelor ca
MNP (G IIIsiIV). 961. Fie 4,4,4,.1, tetraedrul, G, punctulde
intilnire a medianelor fetei A,.i34,. 3/ mijiocul muchiei A3A4,.
Vom pune A;A; = d;, vom aplica relatia lui Stewart triunghiu-
lui A;A,M st se va deduce A,G, ¢ aJutomI lui dyp, A, s1 A,
lnlocumd medianele A, 51A 11 cu valorile din 4,44 4 s1A 13A4,
se deduce teorema (G M.L). 962 Rezultd din problema prece-
dentd. 963. Fie M mijlocul lui A;4,. 3’ al lui 4,4, Dreapta
M'M este o mediani a triunghiului 4,.1/4,. 964. Rezultd din pro-
blema precedentd. 965. Se construieste un triunghi echilateral a-
vind ca indltime diagonala cubulul. Jumitatea laturii acestui
triunghi este latura cubului. 966. Fie (P) si (P’) cele doud fete si XY
intersectia lor. Prin punctul A de pe XY se duce 4B in planul (P)
si ap01 planul (Q) | AB. Intersectia planelor (P), (Q) cu AB for-
meazd un unghi drept (G.M. XIV). 967. Se observa ca planele bi-
sectoare ale diedrelor SA, SB. SC trec prin mijloacele muchiilor
BC, C4, AB (probl. 366) si se intersecteazd dupad o dreapta ce
trece prin G, punctul de intilnire a medianelor triunghiului ABC.
Planele tangente la o sferit oarecare de centru G, duse prin BC, CA,
A B, se intersecleazd in S. Problema esto nedeterminatd (G.21. VII).

XIN.968. a:a=b:8=ciy={V :¥uby. 969. Se va observa ci
d?=0n2+5b%*Lc? (probl. 930) S=s*— rl° 970. abc: 6. 971, 3a2b_s/_3_: 2.
972. V=a%+V3:2, s = 3 v3a2—4b2: 2, S_= 3a (v3a2—}—éb2+
—av3) : 2. 978. V=3a%2, S=23an3(l ++3):2. 974. a*v2:12.
975. Aria triunghiului 4 BC este independentd de pozitia lui C
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pe ¥’y si de asegmentului AB pe z'z. Distanta luiD la planul
dreptelor z'z, y'y nu se schimbi cind D variazd pe z'z. 976.
Fis I, I’ mijloacele laturilor CD, C'D’ (fig. 314). Se duce prin
II' un plan paralel cu AA’BB’ si se formeazd un paralelipiped

3 —
care are acelasi volum cu prisma daté. 977. l/3V\/§. 978. Fie CC’
iniltimea fetei ABC (fig. 315). In triunghiul dreptunghbl OAB

avem AB= Va?fb? si OC - AB=ab, de unde OC'= —a4—, iar
’ Nz

Fig. 314 ()
din triunghiul COC’ avem CC'?=c?+

a®? a2 4-b2% ¢

. Aria

a21-b? - a? + b2

AABC= ‘/azbz_*'b;cz"'czaz. Din expresia volumuluiavem V:%bc=
=99 ariapnaBC;007 = —2L° . 979.a) 1B=a,BC—

=g e N e

— a V3, CA=av2. Triunghiul ABC este dreptunghic. b) S =
) =ave _

= £ (1443 4+43). o) =9’;_‘;%. 980. Fie A o laturd a bazei B,

a latura corespunzitoare a bazeib S aria cdutatd. S: B=(A+a)%:4A42
S:b=(A+a)%:(4a?),VS : (A + a) =VB:(24)=(VB +b):[2(4 +a)],
deci S=(VB + vb):4. 981. Fie SA=a, SB=B, SC=y, V=apy:6,
insd o= V(b*F-c*—a?):2, etc. 982. In tetraedrul VABC ducem
indltimea VV' §i VA’, VB’, V(' inilfimile fetelor laterale
(fig. 316). V'A’, V'B’, V'C’ sint perpendiculare respective pe BC,
CA, AB. Planele VV'A’, VV'B’, VV'C’ sint perpendiculare pe pla-
aul A BC. Desfiocind si rotind fetele laterale, dreapta V,A’' rimine
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perpendiculard pe BC, deci V,, V', A’ sint aliniate. La fel cele-
lalte si concurd in V’. Analog ardtdm cd indltimile unui triunghi
sint concurente, considerind un tetraedru cu toate fetele egale
(¢chifacial), caruia desficindu-i fetele laterale, obtinem triunghiul
V.V,V., unde A, B, C sint mijloacele laturilor. Dreptele },4'V’,
V,B'V'si V.C'V' sint indltimile triunghiului V,V,V, si prelungite
sint §1 ale triunghiului ABC. De asemenea din orice triunghi se
poate forma un tetraedru cu -

toate fetele egale cu triun-
ghiul sdu median (R.M.F.
1951, T). 983. Fie A;4,4;34,
tetraedrul, O punctul va-
riabil care unit ca virfurile
tetraedrului di patru pira-
mide. Fie hy,hs,hg,hy indlti-
mile duse din O respectiv
pe fetele A,A4;44, AsA A,
[14A144 2,A1A2‘43;Sfiind aI‘ia
unei fete §i h indltmea te-
traedrului, avem Sh=Sh, +
+ Shy, + Shy + Shy, deci
hy~+hy+hy+ hy =h = const.
984. Se duc perpendicularele d
Aa=Bb=Cc=h pe planul Fig. 316

hexagonului. Se formeaza o

prismd. Volumul céutat V se obtine scdzind din volumul prismei
sase piramide triunghivlare egale. V = h - arita Aa’Bb'Cc’'—
— 2h aria ABa'=a* V3. 985. i?=AA"?—a?, inss AA'=AB—aV3,
h=av2, V=a’V6. 986. AC, BD se intersecteaziinQ; fie / mijlocuk
lni A°C"-OI={(AA’+-CC’'):2=2a, insi BB'=4q, deci B’ trece
prin D. Planul A’B’C’ trece prin D. Volumul = vol. ABCA'B'C’ +
+vol. ADCA'C'=2a?. 987. Se va observa ci X DC'A’'= X C'A'B =
= 90°. Aria totala =a2(1 + 3v24-4v5). 988. Fie BC= a,CA=b,
AB=c; aria=h(a+b-+c). 989. Fie h indltimea piramidei, z
distanta cautatd, aria A'B'C'D’ - z= aria ABCD - h:2,
aria A’B'C'D":aria ABCD=2%k?, z=h{4:2=Y4 . || 2 _ _@; . 9

. e

990. Se duce CE||AD,AE||CD. Atuncivol. ABCD=vol. EBDA—=
=vol. DBEA=aria EBA X a treia parte din distanta lui D la
planul EBA, adici a treia parte din cea mai scurti distantd dintre
AB i CD. Aria ABE este jumitatea paralelogramului din enunt.
991. Rezultd din problema precedenti. 992. Fie M N PQ tetraedrul,
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C, D, E, F mijloacele muchiilor 3Q, QN, NP, PM, AB perpen-
diculard pe MN si PQ. Se construieste pe baza MNP si pe muchia
PQ prisma triunghiulard WNPQI N, V olumul MNPQM N, =
=3vol. MNPQ=AB aria MNJN,:2, vol. MNPQ= AB x

x aria MNM,N,:6= 24B aria CDEF:3 (G.M.1.). 993. Fie S,, S,,
S;,8, ariile fetelor BCD,CDA,DAB, ABC. Avem 3V=3_5,a=5,b=
3V 3V 3V 14

=§3¢=35,d,deunde S,—T S,= b Sy = S4=— dar3V =
¢
= S1a+ 8,8+ S,v+ 5,43, unde mlocumd Sy, Sa, Sy, S4 obtinem
relatia cerutd. 994. Fie CD, C'D’ inaltimile piramidelor CSAB,
C'SA'B’. Avem vol. 5.4BC vol. SA'B'C'=aria’ ASAB-CD:
:aria ASA'B’-C'D’,insd aria A SAB: aria ASA'B’' = S1-SB:S4.
-SB"; CD:C'D'=S8C:5C". 995. Sz va observa ci vol. SB'D'C’ -
+Vol SA'B'D=vol. SA'C'D'+ vol. SA'B’C’ si cd vol. SB'D'C":
:SB’-8SD’-SC'=vol. SA'B'D' : §1'-SB"-SD' = vol. SA'C'D’:
:SA"-SC"-8SD'=vol. SA'B'C": SA”-SB’-SC"; se inlocuiesc volu-
melz prin cantitdtile proportionale si se simplificd. 996. Se duc
dreptele EAF|| BC,FBD||CA.DCE|| AB, se observi, cd <<DSE =
=<JESF=XFSD=90° vol. SDEF = 4vol. SABC, vol. SDEF =
=@6TST6, vol.SABC =2 \/(b‘l-{—c?—az) (¢*+a®—b%) (a2+b2—¢?):12.
-997. Planul intersecteaza pe CB si CD mEsiF Va trebui
ca CEF si EBDF si fic echivalente. CE:CB=1:v2.998. Fie M,N,P

mijloacele muchiilor A B, 1C, 4D ale cubului, V=43 — % AM-AN

AP =50%:6; 8§ = (3 +3)-q2 999.3a%v3:2 si 3a(h— b)V3:2.
1000. Se uneste un punct oarzcare O al sectiunii b’ cu toate virfurile
solidului. Avem o alt3 pu-annda cu baza b, o alta cu baza b’; volu-
mele lor sint bh:6, 'h:6. Fie 0ABC o plramlda avind drept bazi
o fati laterald ABC, A este pe baza b, BC pe baza b’. Sectiu-
nea b’’ intersecteazd pe A B, 4Cin D, E. Avem vol. 0ABC = 4 vol.
OADE = 4 vol. AODE=4h aria AODE:6. Facind suma piramide-
lor care corespund fetelor laterale, se giseste 4b”A:C. 1001. Se va
aplica formula volumului prismatoidului din problema precedentd
in care b = aria ABCD = mn, b’ = aria EI'=0; b"=m(n+1):4;
volumul = [Am-(2n ~£)]:6. 1002. Vol. =h [4AB+ab+(.1-Fa)(B+
+0)] : 6, rezultd din formula prismatoidului. 1003. Fie mnMN o
fatd laterald a gramezii, mn pe baza micd, AN pe baza mare.
Fie p un punct pe mn. P prolectia lui pe MN, Q proiectia lui p
pe baza mare. Pp = 2. PQ= hx"3._Rezu1ti de aicicd dimensiunile
bazei mari sint a-+2hv3. 0--2h 3. Volumul deci, dupéd formula
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prismatoidului, este A[ab-+(a--b)iv3-+4h%]. 1004. Se va ob-
serva cd b'=06:9 91 ¢4, inlocuind, regisim formula cunoscuta. 1005.
Fie b aria bazei, b':6=4:9. 1006. Se ia un punct O pe a doua
bazd §i se uneste cu virfurile triunghiului. Avem piramida cu
virful in O si cu baza b, cdreia i se aplica cele spuse la probl. 1004;
apoi piramide cu virful in O si avind ca haze fetele laterale ale
trunchiului, se vor lua drept virfuri puncte ale bazei b si se va
aplica problema precedenta. Féacind suma, se obtine formula céu-

tatda. 1007, Se ia un punct O p» a doua hazi si se rationeazi ca in
problema precedenta.

XX. 1008. Un cilindru drept a cdrui bazi este cercul descris
pe o perpendiculard comuna celor doud drepte ca diametru §i si-
tuat intr-un plan perpendicular pe planul lor. 1062. Un plan per-
pendicular pe dreptele date le intersecteazd in 4, B, C (fig. 317).
Cilindrul drept care are ca baza cercul 4 BC rdspunde singur la

@)

()

’ —ﬁwr
@

A
Fig. 319 Fig. 320

problemd. 1010. Se va observa ci existd patru drepte egal depér-
tate. de cele date (probl. 835); acestea sint axele celor patru conuri
de rotatie. 1011. Punctul J se géseste luind intersectia sferelor de
centre A, B siraze a, b cu planele paralele cu (P) si depirtate de
ele cu ¢ (fig. 318). 1012. Se duce o dreaptd oarecare OA, care sd
facd cu Oz unghiul « (fig. 319). Rotind pe OA in jurul lui Oz, se
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obtine un con (C). Dreapta cdutati este la intersectia conului (C)
ou planul determinat de punctul O si dreapta (D). Doud solutii,

una sau nici una. 1013. O sferd de diametru AB. 1014. Daci ar
avea un alt punct comun, ar avea in comun generatoarea care trece
prin acel punct; deci tangenta bazei ar intilni baza intr-un punct
diferit de cel de contact. Planul din enunj se zice tangent la con.
1015. Acel plan contine generatoarea conului trece prin punctul
de contact. 1018. Prima metodd. Centrul unei sfere care raspunde
la problem# este una din intersectiile celor patru drepte egal
depértate de cele trei plane (probl. 883) cu cele dous plane para-
lele l1a unul din planele date si depirtate de el cu raza datd.
A doua metodd. Centrul unei sfere cerute este una din intersectiile
celor sase plane paralele cu cele date si departate de ele cu raza
data. Opt solutii. 1017. Fie o si r centrul 'si raza sectiunii sferei

cu planul dreptelor. MA - MB= MC- MD= Mo? —r?= M0*—0w?—
— r2=MO?>—R?. Expresia MO*—R? se numeste putercc punctului

M in raport cu sfera (0). 1018. O-sferd cu centrul in mijlocul lui AB
1019. Un plan perpendicular pe dreapta A B (fig. 320). Acest plan
se numeste planul radical al sferelor. 1020. O dreaptéd perpendicula-
rd pe planul centrelor care se numeste aza radicald a celor trei
sfere date. 1021. Este intersectia planelor radicale ale sferelor luate
doua cite doud, sau a axelor radicale ale sferelor luate cite trei.
Punctul acesta se numeste centrul radical al sferelor. 1022. Fie A
proiectia lui O pe (D). Locul este o parte din cercul descris pe 04 ca
diametru in planul dus prin O perpendicular pe (D), partea din

acest cerc interioard sferei date. 1023. Portiunea interioard a sfe-
rei (0), din sfera. descrisi pe OA ca diametru. 1024. Se va aritaci

puactul S, unde MM’ intersecteazd pe O0’,imparte segmentul OO’
intr-un raport constant. 1025. Ca in problema precedentd; S si S’
se numesc centrele de asemdnare ale sferelor date. 1026. Fie «
centrul uneia din sferele mobile. Se va observa ca patratul razei
acestei sfere este w02+ R? sau 0’2+ R?, deci w0?—w0'?= R'2—
— R Locul este un plan (probl. 1019). 1027. Linia centrelor
trebuie sa fie perpendiculard pe intersectia (D) a planelor cercurilor
si un singur punct de pe aceastd intersectie sd aibd puteri egale in
raport cu cele doud cercuri, sau, ceea ce este acelasi lucru, toate
punctele dreptei (D) sd aibd puteri egale in raport cu cele doud
cercuri. Se vede imediat cd aceste condilii sint necesare. Pentru a se
arita cd sint suficiente, se va observa cd perpendicularele de pe
planele cercurilor in centrele lor se intilnesc in virtutea conditiilor,
intr-un punct Q. Sfera de centru O i care trece printr-unul din
cercuri, sau trece si prin celdlalt, sau intersecteazd planul lor dupa
un esre concentric. Acest ultim caz este imposibil, cdci ar exista un
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punct care sd aihd puteri egale in raport cu doud cercuri concentrice.
Se va mai observa ci dacad cercurile intersecteaza dreapta (D), ele
vor fi pe o sferd, dacd au aceleagi puncte de intersectie. 1028. Se
iau doui fete aliturate si se aratd cd axistd o sferd care trece prin
cele sase virfuri ale lor. Se va observa apoi cd doua din fetele rimase
au cite trei virfuri pe sferd, deci si pe al patrulea. 1029. Planul
dus prin AB intersecteazd sfera (0) dupd un cerc care trece prin
ABA’B’. Dreptele AB, A’B’ se intersecteazd in § care este fix,
céci este punctul unde AB intersecteazd planul cercului (C). Pla-
nul OA’B’ se roteste in jurul lui 0S. 1030. Fie M, punctul diametral

opus lui M in cercul de bazid. Pe prelungirile lui SM si SM,

seia SM = Sml §1 SM1 = Sm si se aratd apoi1 ca punctele A}, M
descriu o curbd situatd intr-un plan paralel cu planul bazei, deci
un cerc. Curba descrisd de M’ s1 cea descrisd de m fiind simetrice
in raport cu S, locul ciutat este un cerc. 1031. Fie ¥ un punct
mobil pe cercul de intrare, S virful conului. §M intersecteazd sfera

in m, SM-Sm=const, deci m descrie un cerc (probl. 1030). 1032.
Fie H punctul de intilnire a indltimilor, G acela a medianelor, @
centrul cercului circumscris triunghiului ABC, A', B’, C’ mijloa-
cele laturilor lui ABC. Se va ardata cu ajutorul teoremei celor
trei perpendiculare cd H este prmectla lui § pe ABC, » esle pro-
iectia lui 0. Se va observa ci 04’ _]_BSC deci OA' HSA si 0B’ I
ISB, OC'||SC; asadar, planele ASA’; BSB’, CSC’, deci si

dreapta SG, trec prin 0. Insi SG:GO= I_J? 56_2 deci G este fix.
1033. Se duce arcul de cerc mare care trece prin A §i prin mijlocul

M al lui BC. Triunghiurile sferice ABM, ACM sint egale. 1034.
Rezultd din egalitatea triunghiuvilor ABM, ACM din problema

precedentd. 1035. Fie [l,m,n,!’;m’,n’ mijloacele coardelor EC,
CA, AB, AD, BD, CD. Se va demonstra cd ', mm , nn se intil-
nesc intr-un punct. 1036. Fie B’ diametral opus lui B in sfera,
arc AC=arc AB’. Locul lui A este cercul mare perpendicular pe
CB’ in mijlocul siu. 1037. Fie P unul din polii cercului ABCD.
Arcele PA, PB, PC, PD sint egale si despart fiecare unghi al
patrulaterului in cite doud. Suma a doud unghiuri opuse se com-
pune din patru unghiuri egale cu cele patru unghiuri care compun
suma celorlalte doud unghiuri opuse. 1038, Se duc arcele BP, CP,
asa ca sd facd cu BC acelasi unghi k. Se aratd apoi ci arc Pd=
= arc PB=arc PC. Locul se compune deci din doui cercuri avind
ca poli cele doud pozitii ale punctului P si trecind prin B si C.
1039. Sfera descrisi pe SM ca diametru trece prin 4,B,C. Planul
dus prin M perpendicular pe SA3f este antiparalel cu planul ABC,
céci este paralel cu planul tangent in S la sferd. Planul A'B'C’
riminind mereu perpendicular pe SM, toate punctele principale
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ale triunghiului A’B’C’ descriu drepte trecind prin virful trie-
drului (G.M. [X). 1040. Fie G si H punctele de intilnire a mediane-
lor si a indltimilor; » centrul cercului circumscris, 4’,B’, C' mij-
loacele laturilor. G este fix (probl. 1032). a) Locul lui  este sfera
descrisi p2OG ca diametru. b) Locul lui H este sfera descrisi pe
SG ca diametru. ¢) o’ fiind centful cercului celor noui puncte,
se observi ci Ho'=ww si deci locul lui ' este sfera descrisd pe

O’G, ca diametru, O’ fiind mijlocul lui 0S. d) Se va observa ci
unghiurile SA’0, §B'O, SC'O sint drepte si deci locul cercului
celor noui puncte este sfera descrisi pe SO ca diameiru (G.M.
VIII). 1041. In cazul a doui sfere locul virfurilor conurilor din
enunt este sfera, care are ca diametru segmentul de dreaptd cu-
prins intre centrele de aseminare a celor doua sfere. Se deduce ci
locul cerut este un cerc (G.M. XIII).
XXI. 1042. Planul cerus trece prin intersectia conului dat cu
o sferd de centru O si de razi vR®—a2. Doui solutii, una sau nici
una, dupid cum vR*—a® >R/2sau vRZ—a2 < R/2, sau dupd cum
a?<3R?/4 sau a*>3R?/4. 1043. Se duce prm OO0’ un plan ce inter-
secteazd sferele dupa doua cercuri tangente in C (fig. 321). Fie 4,4’
punctele de contact ale unei tan-
gente comune, M mijlocul lui
AA’. S=4z=MC? cdci MC =
= M1 = MA’ lnSé { OMO =
=90°, MC?= R R, deci §=
—4nRR'.1044.Cind R= R’ atunci
S=4nR?=aria fiecdrei sfere (0) si
(0'). 1045. R=(S+a?):(2a), r =
=(8—a?):(2a). 1046. Pammtul
Fig. 321 scos este jumétate dintr-o coroand
cilindricd de raze R si R+2a si
indltimea i. Relatia este 6ai x (R+a)=R%. 1047. Unind cen-
trul O al sferei cu virfurile piramidei si notind cu §y, S, S8, S

1
ariile fetelor piramidei date, avem 3 R(S,+ S5+ S3-+-8,) =V sau

1S.R:V;dar v-: Sl.}ll — Sg'hz =Sa']l3 =A94‘h4 =1 SR sau
3 3 3 3 3 3

S, = SR si alte trei egalitati analoge. Adunind cele patru egali-

tati si 1mpartlnd cu R, obtinem relatia din enunt. 1048. In jurul lui
BC V=2nS"h,:3, in car> S este aria triunghiului, %, inéltimea din
A,V=bnp(p—a) (p b)(p—c):(3a). 1049. Fie A’ pr01ectlalu1G peBC.
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GA’=h, :3. V=2nGA’-S. 1050. Dupd probl. 1048, V=2nSh,: 3,
deci cel mai mare volum se obtine rotind triunghiul in jurul laturii
pe care cade indltimea cea mai mare, sau, deoarece alz,,:bhb:
=ch,=2S, in JUPUI laturii celei mai mici. 1051. Pentru a gasi
razele bazelor trunchiului de con niscut din BC, se duce iniltimea
din A si se observd ci se formeaza doud tuumrhlun asemenea cu
triunghiurile formate de perpendicularele (UbOI‘lte din B s1 C
pe ,tangenté cu laturile AB s1 AC. Se gisestc 2T:S(b‘-’+cz):(bc), in
care S este aria triunghiului; dacid <€ 4=90°, atunci aria descris
de BC este ma® 10562. 4nS%(b2+c?):(3abc) care se reduce la mabe:3
dacad<x 1=90°. 1053. Fie C’ proiectia lui C_pe z_i_bi Vol. ABCD =
=vol. AC'CD—vol. BC'C. Se observacd AC' = C'C cacic CAC' =

=45°, AC =a(v2 + V6):2, se obtine descompunind pe AC in doud
parti prin intersectia cu BD; deci AC'=CC=a(l+ V3):2.
Vol AC'CD=na’ (11+7V3) : 12, vol. ABC'C = rd'(1--+3): 12,
vol. A BCD=ra*(5+3v3):6. 1054. a) Fie V,, V,,V; volumele obtinu-

Fig. 32

(85

te prin rotatia triunghiurilor ALM, M.NC si a trapezulut A MND
(fig. 322, a). Notdim DN = z. Din enunt ¥V, = V, sau adiugind
pe Vi, obtmem Vi+ Vs=V,+ V, Dar V,+ V;=na’x si

+ V= % de unde z= %. b) Fie 17, i1, W3 volumele

obt,mute prln rotatia triunghiurilor curbilinii ALM, M.VC si a
rapezului Curbiliniu A MND si DNV = z (fig. 322,5). Avem W,+
+W, =W, + W, Dar W, + W3 = na’r si W, + W, = 2ra3[3,
deci x—Za/B 1055. F, C se proiecteazi in F’, C' pe AB; E, D
in E’, D’ pe CF. Vol. ABCF=vol. F'C'CF—2vol. AEF'F—5ng: 4,
vol. CDEF—=vol. ABDE — vol. ABD'E' + 2 (vol. AEFF' —
— vol. AE'FF’) = 13na® : 4. 1056. ry, r,, ry fiind razele celor
trei cercuri, suma ariilor este =n(ri+r3+r3). Se aplicd problema
603. 1057. 0,, O,, O, centrele, R;,, R,, R, razele celor trei
sfere si & distanta intre plane. Notim cu ry, ry, ry razele cercu-

313



rilor de sectiune in cele trei sfere: ri=h(2R,—h); r3=h(2R,—h);
ri=h(2R;—h). Aria = n(ri+ri+ri) = =h [2(R; + B;+ R;) — 3R]

Distanta centrului de greutate la planul dat, d=—1—3——3 A=

\
= 3nh(2d—h). Notdim d—h=m, atunci A=3n(d*—m?); m=0
avem maxim, deci h=d. 1058. Fie R, r razele bazelor trunchiului
de con si p raza sferei, AB generatoarea si £ punctul de contact cu

sfera. Centrele bazelor sint 0 5i OLAveEA_iz.AlO " =rsi BE =
=B0'=R. Din AAOB rezulti DE*—=AE-EB sau p®>=Rr. Aria
trunchiului de con §; = nG(R+r)+ nR2+ nr2=2n (R24- r? 4+
+ Rr), deoarece G=R+r. Aria sferei S=4ns?=4nRr. Volumele

: 2R
V,= 2P—Tr-(R2+r2—|—Br); V= i . S - __2Ar ; Y
3 S,  ER*+4r*+Rr V,
29 28 . 1059. Se duce diametrul 4B perpen-

B —{—zz—l—Rr R2Lr2 Rr

dicular in C pe planul dat; fie D un punct pe cercul inscris hexa-
gonului, DC?=3a2:4=AC-CB, insi AC:CB=k, AC=av3k:2,
BC = a V3:2 Vk, deci R=a V3(1+k):(4 «/I:). 1660. Fie R raza sferei.
Aria cilindrului = 67R2, volumul=2zR3, Aria cercului= 9nA?,
volumul conului=3nf¥. 1061. Fie C’ proiectia iui C pe AB!

Vol ADCA=rAC2-AC":6; vel.CEBC= nBC?-BC":( ":6, zona ADC=
=nrAC?, zona CEB=nCB?, insi AC':BC’=AC?*:5C? 1062. Fie M

Fig. 323

pe sernicere, asa cs M/ | AB,(C’ piciorul bisectoareiunghiului A MB
atunci CC’' | AB. 1063. Fie B’, ¢’ proiectiile lui A’ pe AB, AC;
B,,Cy ale lui B,( pe A A’(fig. 323) Avem vol.A BA’ —arlaAB A’ B"3
vol ACA’ =aria AC-A'C’:3;insd A’B'=A'C", ', _apoi aria AB_
=«AB-BB,, aria AC-=zAC-AC\,BB,:CC,=BA":A’C=AB:AC.

1064. Fie M’ proiectia lui M pe AB, O mijlocul lui"A 5,1 allui A M.
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AvemAA A T~AMAM deci AA-MM = A2M:2=(AM">+MM?):2.
Servindu-ne de aceasti relatie se aratici vol. AA’ M==AM-AA™:3
i in acelagi mod cd vol. BB’ M=nBM :BB"?:3. Se va observa
cd AA:BB'=MA":MB'=M'A:M'B, deci AM3:MB = a®: b3,
AM - M B=a:bh. 1065. Fie R raza celor doui cercuri. Volumul
ndscut din triunghiul rectiliniu ACA’ = 4nRR*:3, volumul ndscut

din. triunghiul mixtiliniu ACA’=2xR’:3. 1066. x—w/b‘—a“ bw/i

=(at4b%):[b ~/2(b4—a‘)] va trebui ca b > a. 1067. ”c—RJA
1068 Se duce un plan prin indltimea SH a conului (fig. 324).

Avem generatoarele SA, SB intersectate de cercul descris pe SH
ca diametru in A’, B’. A’B’ intersecteaza pe SH in C. Volumui

cdutat=nSA2-SC:6, insi SA":SA=SC:SH si SA?=35C-SH,
deci SA'=2R V3:3, SC=2Rv2:3, volumul 4nR*/2:27. 1069. AB=
= an : Vm*n?, AC:am:«/mH—n2.1070.a~/mn(m+n) (21 (m2+n2)®)-

1071. Sestieca V = —é— nh’+ —é— nh(r®+4-r'?),r sir’ fiind razele bazelor.

Se va ardta cd r?+r'2=2p2—h?2. 1072. Dupi formula din problema
precedentd, volumul segmentului nu depinde de raza sferei. 1073.
Aria zonei este 7R?; nu depinde de raza sferei S. 1074.£ A+ < B+
+x C—180° = const = k. Fie B’, ¢’ diametral opuse lui B si
€. In triunghiul sferic AB’ ¢’ B =180° — X B, x(C =

= 180° — < C, dect ¥ B+ €' — <X A = 180°—k=const. Locul
lui A se compune deci din dou& cercuri ce trec prin B’ si C" (probl.
1038). 1075. Aria ABCD =A + B+ C+ D — 4 drepte, aria
triunghiului sferic din A=2 drepte—A, deci aria A BCD -- aria ce-
for 4 triunghiuri sferice=4 drepte, adicé este echivalentd cu 4 tri-
unghiuri tridreptunghice=jumatatea sferei. 1076. Dintr-un punct
O 1nterior poliedrului, ca centru, se descrie o sferd continutd in
poliedru. Unind punctul O cu un punct V, mobil pe fetele poliedru-
tui, punctul N’, unde raza ON intersecteazd sfera, descrie intreaga
sferd. Unei fete a poliedrului ii corespunde un poligon sferic,
unui virf al poliedrului ii corespunde un virf al unui poligon .
sferic. Intreaga sferi este acoperiti si numai o singurd dati de
poligoane sferice. S& scriem c¢d aria sferei este echivalentd cu
suma ariilor tuturor poligoanzlor precadente. Vom avea opt unghiuri
deepte, cars corespund sferei = Zlsuma unghiurilor — (n — 2)-2
unghiuri drepte], £ inszamnd cd trebuie sa ludm expresia din
parantezi relativ la fiecarz poligon sferic si sd facem suma, n este
numirul virfurilor poligonului sferic ce se va considera. Vom des-
compune pe X in trei pirti: Z(suma unghiurilor), Zr-2 unghiuri
drepte si ¥ 4 unghiuri drepte. Se observam cd in jurul unui virf
de poligon sferic suma unghiurilor este patru unghiuri drepte, deci
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S(suma unghiurilor) = V - 4 unghiuri drepte. Se va observa apoi ca
numdrul virfurilor unui poligon sferic este egal cu accla &l laturilor,
se deduce Tn-2 ungniuri drepte= M -4 unghiuri drepte, cicio latura
se prezintd de doud ori. In fine £4 unghiuri drepte = F - 4 un-
ghiuri drepte. Deci 8 unghiuri drepte = (¥ + F — M) - 4 unghiuri
drepte, de unde se deduce formula din problema. 1077. Aceastd suma
este X(n—2)-2unghiuri drepte, X referindu-se la toate fetele, n fiind
numdirul virfurilor acelei fete. Printr-un rationament analog cu cel
din problema precedentd se géseste (M —F)-4 unghiuri drepte sau,
(V—2) -4 unghiuri drepte. 1078. FieV;,V, numérul virfurilor din care
pleacd respectiv 3 si 4 muchii. Avem V=V,+V,, M=(4V,+3V):2,
F=(4V,+4-3V,):4, cdci din unele virfuri pleaci 3 fete, din altele 4,
insd fiecare fatd este consideratd de patru ori, cdci are patru virfuri.
Aplicind formula lui Euler, se giseste V, = 8, iar V, dispare.
1079. Raza bazei conului este R 2. Aria totald a conului=nf\2 X

X 3RV2+2rR?=2 -4z R2. Volumul conului este43—R 2nR2=2 % =R3,

XXII.1080. Fie C punctul unde cercul 408 intersecteaza hisec-
toarea unghiului 20y, A; si B, proiectiile lui C pe Oz si Oy. Tri-
unghiurile egale C4,4, CB,B ne dau A,A = BB,, deci O, +
4 OB, = OA + OB = ¢, de’'unde 0A,=c/2, iar punctul C este fix.
Locul ciutat este mediatoarea segmentului OC (R. M. F. 1954).
1081. Fie & valoarea constantd a
sumei celor doud segmente. Ludm
pe Oz si Oy, OP = 0Q = I (fig.
325). P si Q apartin locului.
Construim paralelogramul OBJ 4 ;
M apartine locului deoarece /B4
+ MA = OA + OB =k. Triunghiul
MAP este isoscel, ciici MA=0P —
£ —0A = AP, deci <X MPA =

= % (180° — ¢), unde o=< AOB.

e/

Dar in triunghiul POQ avem
X QPO= % (180°— o), deci punc-

tele P, M, Q sint coliniare. Locul
lui M este dreapta PQ. Se va arita
ca dacd A se afld pe prelungirea Oz, deci OA negativ, B este situat
in afara lui 0Q, iar M pe prelungirea lui PQ. Fie N al doilea

punct de intersectie a celor doud cercuri; el este simetricul lui M

Fig. 325
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fald de AB. Din egalitatea triunghiurilor 04N, OBN rezultd ca
pairulaterul OABN este inscriptibil. Se deduce cd patrulaterul
OPQN este inscriptibil, deci locul lui N este cercul OPQ. Altd
solutte, pentru locul lui N. Fie I intersectia perpendlcularelor
in P si Q pe Ox si Oy. PI 5iQI sint tangente Ia cercurile (4) 5i (B)
sideoarece TP = IQ, I se afli pe axa radicali a lor, deci /M - N =
=/P2=const. Locul lui V este inversa dreptei PQ fati de polul /
si puterea /P2 deci un cerc (G.M. XXXIX). 1082. a) Fie a, b, ¢
laturile BC, CA, AB. Avem B'C'?2=b2+4c*--2bc cos B'HC' =
=b+c?+2bc cos A=2(b%*4c?)—a?=4m2.b) Fiecare din triun-
ghiarile HB'C’, HC'A' , HA'B’ este echivalent cu ABC. ¢) Din
echivalenta triunghiurilor A’HC’ §i A'HB’ rezulti cd B si C’
sint egal departate de A’H, deci A'H trece prin mijlocul lui B'C’.
d) Fie M mijlocul lui BC s1N simetricul lui A fatd de M. Triun-
ghiurile HB'C’ si CAN sint egale ca avind laturile respectlv egale ;
dar AC1HB'; CN1 HC', deci AM1 B’C’. Daci A este obtuz,
atunci A4’ trebuie luat in sensul HA (GM.F. 1955, seria A).
1083. Patrulaterele ABA’B’, BCB'C’, CAC'A’ fiind inscriptibile,
rezultd cd axele radicale ale acestor cercuri, luate cite doui, se

intilnesc in centrul radical o (fig. 326); insd axele radicale sint
BB’, CC’ st AA’ si atunci cele doud triunghiuri ABC, A'B'C’
sint omologice, cu centrul de omologie in «. Considerind si cercu-
ril= circumscrise (0) si (0') ale lui ABC si A’'B'C’, AC st A'C’,
A si A’B’; BC s1 B'C’ se intilnesc pe axa radicald a cercurilor
(0) i (O') care este axa de omologie a celor doud triunghiuri.
Punctele A, A’; B, B’; C, C’ sint antiomoloage pe cele doud
cercuri, deci o este centrul de asemdnare al lui (0) si (0'). b)
Fiind dat ABC, ducem un cerc (0’) arbitrar, determindm centrul
de asemdnare o si ducem dreptele wA, B, oC. Acestea intersec-
teaza pe (O') in sase puncte dintre care trei sint omoloagele lui

B, C si trei antiomoloagele lor. Ultimele trei formeazi tri-
un"‘nul 4’B'C’ (G.M. XLIX). 1084. Fie 4” simetricul lui A’ fata
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de M (fig. 327). AA" intersecteazd mediatoarea laturii BC intr-un
punct E astfel ca IE E|BC. Intr-adevir, dacd D este piciorul inal-
timii, avem A" M=MA" = (b — ¢)/2, DM = (b>—c?):(2a),DA DA "=

G P 4 A7M:A"D=a:(2p)=E M/
= +§-(b—c)=— (b—c).Rezultdd "M:A "D=a:(2p)=E M:h,
a

de uade EM = ch:(2p) = S:p=r. Constructic: se duce MA’,
ap01 ME | A’ si se 1a sxmetrlcul'

7 al lui A" fata de M. AA" in-
terseutca7a pe ME in E; paralela
prin E la BC intersecteazd per-
pendiculara in A’ pe A'M in 1,
centrul cercului inscris. Se duc apot
tangentele din A la cerc (R.MLF.
1953). 1085. Se duce ND | MA’;
aceasta este directia indltimii.
MN este diametrul cercului celor
noud puncte, care se poate construl.
Cercul inscris se construiesle ca fiind
tangent cercului lui Euler (teorema lui Fecuerbach) si tangent
dreptei MA’ in A’ (probl. 351). Paralela pric 7 la A’M inter-
secteazd perpendiculara in M pe MA’ in J. Fie A” simetricul lui A*
fatd de M, A”J intersecteazd pe NND in A, iar tangentele din A
la'cercul (#) determind punctele B si C. A se vedea problema prece-
dentd (G. M. F. 1954, seria B). 1086. Pe cercul (0) de razd R se ia
un punct fix 4 si o coardd A M (fig. 328). S ludm ON_liM, astfe}
ca ON = A M si sd cautdm locul lui N. Se observi cd ON se obtine
dind lui AM o traslatie de mérime si directie AOQ, apoi o rotatie
de 90° in jurul lui O. Rezulti ci locul lui IV se obtme din cercul (0),
dindu-i o translatie 0w = A0 si apoi o rotatie de 90°, deci este un
cerc egal cu (0), cu centrul in ’. Acest cerc intilneste cercul cu
centrul in A, de razd datd r in O’ si O}, care sint centrele cercu-
rilor de razi r, ce rispund la problema, deci doud solutii. Daci pro-
blema se trateazi algebric, se ajunge la ecuatia 224—2(R2+4r?)a2-+
+(R?—r%?% = 0; constructia grafici de mai sus rezolvi, 'deci,
aceastd ecuape de gradul al patrulea. 1087. Fie a, b, ¢ proiectiile
lui A, B, C pe planul (P). Axa conului fiind perpendiculari pe
plan, trebuie ca unghiurile ficute de OA, OB, OC cu planul si
fie egale, deci triunghiurile Oad, 0bB, OCC sint asemenea. Se
deduce Oa:0b=Aa:53b; Ob Oc__Bb Cc; Oc:0a=Cc:Aa. Punctul

0 se afld deci la mLersecpa a trei cercuri, care au aceeasi axd
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radicald, deci in general existd doud puncte comune O si 0’. Con-
ditiile ca cercurile si so intersecteze sint: Aa-Oa+ Bb-0b >
>Cc+0c, Bb-0b 4- Cc-Oc > Aa-Oa; Cc-Oc+ Aa -Oa > Bb - Ob
(G.M. XL1V). 1088. Fie 44’, BB’, CC’ iniltimile i H ortocentral
triunghiului (fig. 329). Ducem cercul cu diametrul AA’, perpen-
dicular pe planul ABC si ridicim in H perpendiculara pe plaa,
pini intersecteazd cercul in O si 0'. Avem HO*=HA -HA’, proce-
dini la fel pentru indltimea BB’, gisim //0} =HB-HB’; dar

Fig. 3728 Fig. 329

HA-HA'=H3-HB’, deci O, se confundd cu O. Cele trei cercuri,
perpendiculare pe planul ABC, cu diametrele A4, BB’, CC’, au
doul puncte comune O, O’ simetrice fatd de planul ABC. Rezulta
0A10BC, 0B 0CA, OC|OAB, deci O este punctul ciutat; de
asemenea simetricul siu O0’. 1089. Se va demonstra intii cd dacdo
muchie a unui tetraedru alunecd pe dreapta pe care se giseste, volu-
mul tetraedrului rimine acelasi. Deci, miscim, de exemplu, muchia
AB, pind cind A vine in planul (P), in 0. B vine in E. Am obtinut
tetraedrul OECD echivalent cu cel dat. Construim un triunghi echi-
lateral MNP echivalent cu £CD, lucru cunoscut din geometria pla-
ni, apoi asezdm acest triunghi cu centrul in proiectia O’ a lui O
pe planul £CD. Se poate proceda la fel cu oricare muchie.



